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Abstract

Die hier vorliegende Sammlung entstand aus einer Reihe von Vor-
lesungen, die von Prof.H.R.Petry im Sommer 1991 am Institut fur
theoretische Kernphysik in Bonn gehalten wurden. Die Vorlesungen
wurden von Claus Miinz, Uli Bohn und Jorg Resag ausgearbeitet,
wobei dort, wo es fir das Verstandnis hilfreich ist, auch tiber den
reinen Vorlesungsstoff hinausgegangen wurde (insbesondere bei dem
Kapitel iiber die Symmetriebrechung in der QCD). Das Kapitel iiber
die zweite Quantisierung wurde aus der Kursvorlesung zur relativis-
tischen Quantenmechanik von H.R.Petry entnommen. Das Kapitel
zur Bethe-Salpeter-Gleichung stammt aus einer Rechnung, die unter
Anleitung von H.R.Petry in Zusammenarbeit mit B.Metsch entstand.
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1 Spinoren und die Diracgleichung

Ausgearbeitet von Jorg Resag

Zur Notation:
A* ist die konjugiert komplexe Matrix
t A ist die transponierte Matrix
At =1A* ist die hermitesch adjungierte Matrix

P =gty°

1.1 Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe L ist definiert als die Gruppe aller Matrizen A : R* — R*,
die das Lorentz-Skalarprodukt invariant lassen, d.h.

(Az,Ay) = (z,y)
wobei das Lorentz-Skalarprodukt definiert ist durch
(z,y) = &ty nu, = 2%y° — &7

(beachte die Summenkonvention). L ist 4-fach zusammenhéngend. Die Kom-
ponente, die die 1 enthalt, ist gegeben durch

L, ={AeL, det A=1, sign (eg,Aeg) =1}
Die 4 Zusammenhangskomponenten sind gekennzeichnet durch die folgende
Aufteilung:
Zu jedem X € L gibt es Matrizen A € L, und A € {1, P,T, PT} mit

Y =AA

Es gilt nun: Zu jeder Lie-Algebra L gibt es eine eindeutige einfach zusam-
menhingende Gruppe G° mit £ als Lie-Algebra. Jede weitere Gruppe G mit
dieser Lie-Algebra hat G° als Uberlagerungsgruppe, d.h. es gibt einen sur-
jektiven Homomorphismus p : G° — G, wobei ker p eine endliche Gruppe
ist.



In unserem Fall ist

G — L+

Gy = SL(2,C)
Dabei ist SL(2,C) die Gruppe aller komplexen 2 x 2-Matrizen g mit det g =
1. Sowohl L, als auch SL(2,C) sind 6-parametrige Gruppen. Da 1 x

SO(3) C Ly ist, ist Ly nicht einfach zusammenhéngend, dagegen ist die
Uberlagerungsgruppe SL(2,C) einfach zusammenhéngend.

Im folgenden konstruieren wir den (zweideutig) surjektiven Homomor-
phismus

p: SL(2,C) — L,
mit ker p = {1,-1}
Sei dazu
H={A: C? — C?, A+:A}
H ist ein 4-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Basis lautet
(Uu) = (1,01,02,03)
wobei die o; die gewohnlichen Pauli-Matrizen sind.

Sei nun weiter ein Vektorraumisomorphismus o (linear und bijektiv) definiert
durch

c: R* - H

o(r) = 2to,

Als Matrix ausgeschrieben ist
o(z) = '+ 2% o' —ix?
S\ 2t i 20— 28

Sei g € SL(2,C). Betrachte go(x) g™ € H. Da o linear und bijektiv
ist, muss es zu diesem neuen Element von H ein ' € R* geben, dass sich
durch eine lineare Abbildung A aus x € R? ergibt:

go(r) g™ =o(Ax)
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Diese Gleichung definiert zu gegebenem g € SL(2,C) ein A : R* — R*.

Es gilt nun
det o(x) = (z, )
wie man durch direktes Berechnen der Determinante leicht sieht. Also gilt
wegen det g =1
(Ax,Az) = det o(Azx) =
det (go(z)g") =
= det o(x) =
= (z,z)
Damit ist gezeigt, dass A € L ist. Da alle Abbildungen stetig sind und da
1 € SL(2,C)ist, muss A € L, sein. Um p noch explizit formal anzugeben,
definieren wir fiir ¢ € SL(2,C) die Abbildung
u(g): H — H
u(g) A = gAg"
Dann ist
A=plg)=0c tou(g)oo

Zur Veranschaulichung dient das folgende kommutative Diagramm:

r€RY — Azr € R*
A

ol lo
u(g)

o(r)e H — go(x)gt =0(Ax) € H
Man rechnet leicht nach, dass p ein Gruppenhomomorphismus ist, d.h. es
gilt
p(g1) p(g2) = p(9192)

Man kann weiter zeigen, dass p surjektiv ist. Der nicht ganz so triviale Beweis
sei hier nicht gezeigt. Leicht dagegen sieht man aus der Definition von p die
Zweideutigkeit

plg1) = pg2) <= g1 =+gs
d.h. SL(2,0C) ist die doppelte Uberlagerungsgruppe von L .
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_ Beschrankt man sich auf rdumliche Drehungen, so liefert p die doppelte
Uberlagerungsgruppe SU(2) C SL(2,C) zur Drehgruppe 1 x SO(3) C L.

Man kann A* auch explizit aus g berechnen. Dazu benutzt man, dass
gilt

0,0, = 16, + (Terme ~ oy)
tr Oy = 2 5#0
= tro,o, = 20,

Damit erhalt man ]
AP = 3 tr (go,g* ")
mit ¢* = o, vergleiche spater.

Beispiele:
e Drehung um die z-Achse:

¢ .
= 1cos— + 103 sin—
g 5 + 103 5

0 0
cos¢ sin¢
—sin¢ cos ¢
0 0

= A =

o O O =
_— o O O

e Boost in z-Richtung:

g = lcoshg—l-ag sinh?

2
cosh¢g 0 0O sinh¢
0 10 0
0 0 1 0
sinh¢ 0 0 cosho

1.2 Anwendung auf die Diracgleichung

Sei A eine komplexe 2 x 2-Matrix und

=77



d.h. €2 = —1. Wir definieren die ‘classical adjoint’ Matrix A durch

A=clAet
Damit gilt
AA = AA=1detA und insbesondere
o(x)o(x) = o(x)o(z)=1-(z,z)
Setze nun

0= (ot )

wobei v(x) eine komplexe 4 x 4-Matrix in Blockschreibweise ist. Es gilt

(v(x))* =1+ (z,2)
Man kann nun 7(z) analog zu o(z) schreiben als
0 o
,Y(l‘) = ‘ruf)/,u = :L-U ( &u Oﬂ )
Die Diracmatrizen v, sind hier in der Weyl-Basis angegeben. Durch einen

Basiswechsel in C* kann man hieraus auch die Standarddarstellung erhalten.
Es folgt aus der Definition von A konsistent zu frither die Beziehung

6’0 = 0g — 1
CNTk = —0
G = "6, =0,

Die Transformationsgesetze fiir o, seien hier nochmal zusammengefasst:

o(Ar) = go(z)g”

g(Az) = (9%) 'o(x)g!
O',uAlfj = gaug+
oy, = (g7) eyt

Ferner erhalt man fiir den Antikommutator
{fY,ua '71/} =2 U
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Weiter definieren wir die komplexe 4 x 4-Matrix ¢ durch

mit g € SL(2,C).
Die Diracgleichung:

Sei
v: R*—C*

gegeben. Sei weiter v# = n*”~,. Dann ist die Diracgleichung fiir ¢ gegeben
durch

Y (10, — eAu(x)) P(x) = my(z)
mit 0, = d/0xz", der Masse m, der Ladung e und dem elektromagnetischen

4-er-Potential
A: R* > R*

Auf den Losungen der Diracgleichung (Diracspinoren) definieren wir nun
eine Darstellung von SL(2,C) durch

(Tyy)(z) = g (A~ x)
mit A = p(g). Man rechnet leicht die Darstellungseigenschaft nach:

Ty, 0Ty, = Ty og,
Diese Darstellung entspricht der direkten Summe der definierenden Darstel-
lung (gegeben durch die Matrizen g € SL(2,C)) und der konjugierten Darstel-
lung (gegeben durch die Matrizen (¢g*)~' ). Durch die Darstellung der
Uberlagerungsgruppe SL(2,C) wird eine Strahldarstellung der eigentlichen
Lorentzgruppe L, auf den Aquivalenzklassen [1/] gegeben. Die Aquivalenzklasse
ist dabei gegeben durch die Menge aller 1), die sich nur um eine Phase e*®
unterscheiden.

Die Losungen der Diracgleichung bilden nun einen unter 7 invarianten
Unterraum aus der Menge aller ¢» (man sagt auch: die Diracgleichung ist
relativistisch invariant). Das bedeutet:



Sei ¢ Losung der Diracgleichung, d.h.

7 (10, — eAy(x)) P(x) = mip(x)

Dann ist Tyt wieder eine Losung der Diracgleichung, d.h.

7 (10, — eAy, (@) ) (Typ)(x) = m (T,0)(x)

Dabei ist
AL(:{;) = (TAA)M(!L‘) = A: AV(A_1 x)

(Dies ist die Darstellung von L, auf den Vierervektoren) mit A% A = ¢ /.

Beim Beweis wird man auf die Beziehung

Ny =g

gefiihrt, die man leicht mit Hilfe der Definition von p zeigen kann. In
den meisten Texten zur Diracgleichung fordert man umgekehrt die Invari-
anz der Diracgleichung unter der Transformation von ¢ und erhélt die obige
Beziehung als Bestimmungsgleichung fiir ¢ =: S(A).

1.3 Die Paritatstransformation

Wir wollen nun das Transformationsgesetz fiir Diracspinoren unter der Pa-
ritdtstransformation P ableiten. Da P ¢ L, ist, kann man das bisherige
Transformationsgesetz nicht anwenden, da es kein ¢ € SL(2,C) gibt mit
p(g) = P. Wir fordern also umgekehrt die Invarianz der Diracgleichung im
obigen Sinn unter der Transformation

(Tpy)(2) = S(P)(Px)

und bestimmen daraus S(P). Das Transformationsgesetz fiir A, ist fiir A =
P genau das gleiche wie fiir A € L. Es wird festgelegt durch die Kopplung
der Felder an ihre Quellen in den Maxwellgleichungen. Die Felder A, trans-
formieren sich dabei unter allgemeinen Lorentztransformationen genauso wie
der 4-er-Strom j,. Wir erhalten daher analog zu vorher die Beziehung

Py = (S(P))" " S(P)
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als Bestimmungsgleichung fiir S(P). Eine Losung dieser Gleichung ist
01
S(P) = ( 10 ) =%

T = () viro

Somit gilt:

1.4 Die Zeitumkehrtransformation

Das Transformationsverhalten von ) unter der Zeitumkehrtransformation
T wird nun analog zu P bestimmt. Um Invarianz der Diracgleichung zu
erreichen, muss allerdings der Ansatz abgedndert werden zu

(Try)(z) = S(T) ¢*(Tx)

Fiir die bisher betrachteten Falle hiatte man sich auf die freie Diracgleichung
(A, = 0) beschrénken kénnen, da sich A, wie 0, transformiert hat. Das ist
anders bei der Zeitumkehr, denn A wird durch Strome erzeugt, die unter T’
wie Geschwindigkeiten ihr Vorzeichen dndern. Hingegen behilt Ay analog zu
statischen Ladungsverteilungen sein Vorzeichen. Daher gilt:

(TrA)u(r) = =T, A, (Tx)

Fiir beliebige Lorentztransformationen kann man das Transformationsver-
halten von A daher schreiben als

(ThA),(x) = Ay A, (At 2) sign((eg, Aeg))

Der Vorzeichenwechsel von A bewirkt das komplexe Konjugieren von v im
Transformationsgesetz. Fiir die Zeitumkehr muss man daher die Invari-
anz der Diracgleichung mit dusserem Feld fordern. Wir erhalten dann die

Beziehung
T~ =—(S(T))™" (v")" S(T)

als Bestimmungsgleichung fiir S(7"). Eine Losung dieser Gleichung ist

sm=(4 1)
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Somit gilt:
e O

T = 1) i

1.5 Die Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation C' bildet Losungen der Diracgleichung mit Ladung
e und Energie E' ab auf Losungen der Diracgleichung mit Ladung —e und
Energie —FE. Wir fordern also: Sei ¢ Losung von

(10, — eAu(x)) P(z) = my(z)
Dann ist Tty Losung von

v (10 + eAyu(x)) (Tey)(x) = m (Ter)(x)

Die Eigenschaft beziiglich der Energie werden wir erst spéter betrachten, da
wir dazu die allgemeine Losung der freien Diracgleichung und die Fourier-
transformation brauchen. Der Wechsel des Energievorzeichens bezieht sich
also auf Losungen der freien Diracgleichung, hingegen bezieht sich der Wech-
sel des Ladungsvorzeichens auf Losungen im elektromagnetischen Feld, da
die Ladung nur durch die Ankopplung an dieses Feld definiert ist. Da unter
C ahnlich wie unter T" das Vorzeichen von eA, wechselt, machen wir analog
den Ansatz

(Tey) () = S(C) $*(x)
Wir erhalten dann die Beziehung

P ==S(C) ()" (S(C))

als Bestimmungsgleichung fiir S(C'). Eine Losung dieser Gleichung ist

o-(23)

Somit gilt:



1.6 Strom und Skalarprodukt

Seien 1, 1" zwei Losungen der freien Diracgleichung. Definiere den Strom als

J(@s ") = Y(x) v, ¢ (2)
mit 1) = ¢ 7,. Der Strom ist erhalten, d.h. er erfiillt die Kontinuititsgleichung
O (1, ") (x) = 0
wie man durch einfaches Nachrechnen unter Beriicksichtigung von

(170, — m) ¥'(2) =
—i0, () 7 — mi(x) = 0

erhalt. Weiter rechnet man leicht das Transformationsverhalten nach:

J( Ty, T ) u(z) = A:j(w,w')y(A’lx) fir A€ L, oder A=P
J(Tr, Try)u(x) = =T j(@*¢™),(Tz) fir A=T

Wir definieren nun das Skalarprodukt von zwei Diracspinoren durch
W) = [ i@ @) da = [ ot @) v (@) d

mit V; = {z € R*, 2° = t}. Dieses Skalarprodukt ist unabhéngig von ¢. Zum
Beweis definieren wir das Volumen V' als

V={zeR, t<a"<t}

d.h. der Rand 0V von V besteht aus Vi, Vi und den unendlich fernen
Réndern |Z| — oo. Es gelte nun die Randbedingung, dass 1(z) geniigend
schnell gegen 0 geht fiir |Z| — oco. Dann folgt aus 0d,j* = 0 die Beziehung

0 = [ Buitw, ) @) d's =
= [ @)@ ave =
= [ i@ ds- [

J
f Vi

(%, 9")o(x) d*x
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Damit ist die Unabh#ingigkeit von ¢ gezeigt. Ahnlich kann man die Invarianz
unter Lorentztransformationen zeigen. Der Beweis soll hier ohne formale
Exaktheit durchgefiihrt werden. Eine korrektere Schreibweise kann man mit
Differentialformen erreichen. Es gilt

/‘/t J(Tyh, Tytp")o () P — /Vt i, "o (z) d*z =
= //\Vt j(wawl)#(x) dVHF — /‘/t 7(h, ¥")o(2) B —
- /V aﬂ](wa w,)#(l’) d4[1,’ =0

Zusammen mit diesem Skalarprodukt bilden die Diracspinoren (evtl. nach
Vervollstandigen) einen Hilbertraum. Man kann nun die Fouriertransformierten
bilden, ohne den Losungsraum zu verlassen.

1.7 Losung der freien Diracgleichung durch Fourier-
transformation

Definiere die Fouriertransformation durch

3
vle) = N [ SR () e o)
p°]
mit einer Normierungskonstante N. Auf ein neues Symbol fiir den fourier-
transformierten Diracspinor wurde verzichtet. Die Division durch [p°| hat
hier noch keine direkt einsehbare Funktion. Sie bewirkt spéater die Invarianz

des Volumenelements

d*p 4 2 2
Il =2d'pé(p” —m?)
p

2 = m? + p2. Die Beziehung fiir p° = p°(p) wird noch

fiir p* = (p,p), (»°)
hergeleitet.

Die freie Diracgleichung im Impulsraum lautet dann

(v(p) =m) ¥ (p) =0
Setzt man nun fiir ¢)(p) den Ansatz



in die Diracgleichung ein, so erhalt man

n(p) = o(v) £(p)

m

Die allgemeine Losung der Diracgleichung im Impulsraum in der Weyl-Basis

lautet also
vip) = ( if’@m >

Der 4-komponentige Diracspinor 1) : R* — C? ist also durch die 2-komponentige
Funktion & : R* — O? eindeutig festgelegt.

Wendet man v(p) auf die Diracgleichung an und verwendet
(v(p)? = (p,p) = p* sowie ¥(p) ¥(p) = m(p), so folgt als notwendige

Nebenbedingung
p2 = m2 < pU = Zl:\/m

d.h. der Tréager von v (p) bzw. £(p) sind die positive und negative Massen-
schale.
1.8 Symmetrien auf den 2er-Spinoren im Impulsraum

Wir definieren allgemein T,£ durch

@) = [ e (00 1)

[p°]
fir g € SL(2,C), aber auch fir g = P, T,C.
1.8.1 Eigentliche Lorentztransformationen
Sei ¢ € SL(2,C). Wir verwenden nun die Definition von T, sowie die

Definition der Fouriertransformation, um 7,£ zu bestimmen. Dabei erhalten
wir im Exponenten der e-Funktion

(p,A'z) = (Ap, AA'2) = (Ap, 2)
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Nun substituieren wir Ap = ¢ und verwenden die Invarianz des Volumenele-
ments d®p/|p°|. Hier erweist sich also unsere Definition der Fouriertransfor-
mation als sinnvoll. In der unteren Komponente verwenden wir

(g oA T E(N ) = (gF) Ta(A ) g g (A Tg) =a(p) gE(A )

und setzen wieder ¢ = p. Damit erhalten wir durch Vergleich mit der Defi-
nition von T,¢ die Beziehung

(T,€)(p) = g&(A7"p)

1.8.2 Paritatstransformation

Sei g = P. Wegen der Definition von Tt werden obere und untere Kompo-
nente im Diracspinor vertauscht und im Exponenten der e-Funktion entsteht

(p, Pr) = (Pp, x)

Substituiere nun ¢ = Pp, wobei das Volumenelement invariant bleibt. In der
oberen Komponente ist

a(Pq) = o(q)

und in der unteren Komponente ist

éPg) = L¢Py = 107D ¢ py)

Setzen wir wieder ¢ = p, so erhalten wir

176)(p) = " ()

P macht also aus dem Viererimpuls p den Impuls Pp, dreht also die raumliche
Komponente um, vertauscht aber nicht die Massenschalen.

1.8.3 Zeitumkehr

Sei ¢ = T. Im Exponenten erhalten wir durch das komplexe Konjugieren

+i(p,Tx) = +i(Tp,xy = —i (Pp, x)

13



Substituiere nun wie oben ¢ = Pp, verwende in der unteren Komponente
€5"(Pq) = €a*(q) e 'e =5(q) €
und setze wieder ¢ = p, so erhalt man

(Tr&)(p) = €& (=Tp)

T dreht also wie P die raumliche Komponente von p um und vertauscht nicht
die Massenschalen.

1.8.4 Ladungskonjugation

Sei ¢ = C. Die Ladungskonjugation vertauscht die Komponenten im Dirac-
spinor und liefert durch das komplexe Konjugieren im Exponenten

Substituiere ¢ = —p, verwende in der oberen Komponente

-1

€5*(—q) = ee'o*(—q)e ' =o(—q)e=—0a(q)e

und in der unteren Komponente
L o q_ o *( — 2\ 7N (o
€' (~) = L (~9e'(—a) = ZLTL (—e)g*(—q)
Setzt man nun wieder ¢ = p, so erhélt man

(1) (p) = ~ T2 et ()

C dreht also zum einen p um und vertauscht zum anderen die Massenschalen.
Das sieht man noch deutlicher, indem man fiir Funktionen f(p) (mit der
positiven und negativen Massenschale als Trager) nun Funktionen f.(p) (mit
entweder der positiven oder der negativen Massenschale als Tréger) definiert
durch

fe(p) = f(p) 0(£0")
Dann gilt entsprechend
fe(=p) = f(=p) O(Fp°)
Multipliziert man die Gleichung fiir 7€ mit 6(+p°), so erhélt man

(Te6)2 () = 2P cer (p)

m
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1.8.5 Skalarprodukt

Wir definieren das Skalarprodukt der Spinoren £ durch

(€,8) = (. ¥)

wobei wir fiir beide (verschiedenen) Skalarprodukte das gleiche Symbol ( , )
verwendet haben. 1) und £ sind dabei durch die Fouriertransformation miteinan-
der verkniipft. Man berechnet leicht

(1) = N*(2m)* 5 sign(") [ 168 (0) 5(0) €0)

Setzt man
1 m

EORENG

so ist damit das invariante Skalarprodukt gegeben durch

(6.€) = sign(p") f;—ﬁ () 5(0) € ()
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2 Zweite Quantisierung fiir Fermionen

Ausgearbeitet von Jorg Resag

2.1 Definition des Fockraums fiir Fermionen

Sei H' ein beliebiger 1-Fermion-Hilbertraum (z.B. die Losungen der Dirac-
gleichung zu positiven Energien). Dann ist der zugehérige Mehrteilchen-
Hilbertraum (auch Fockraum genannt) gegeben durch die Aussere Algebra
(auch Grassmann-Algebra genannt) von H', die wir mit A H' bezeichnen.

Zwischenbemerkung: Das Tensorprodukt A ® B zweier VektorrAume
A und B ist gegeben durch die Menge der Paare (a,b) =: a®b, a € A, b € B
mit

(a+ad)®b = a®@b+d®b
a®(b+b) = a®b+axl
AMa®b) = (Aa)@b=a® (\b), XeC

Analog sind die hoheren Tensorprodukte zu bilden. Sind A, B z.B. HilbertrAume
von Funktionen, so ist

(1,29 |a®b) = a(xy) - a(xq)
die entsprechende Koordinatendarstellung.

Zum Vergleich: bei der direkten Summe (a,b) =: a + b fordert man

A(a+0b) = (Aa) + (Ab)

Die Aussere Algebra A, H' ist definiert als das antisymmetrisierte n-fache
Tensorprodukt von H!, d.h. fiir z; € H! ist v € A, H' gegeben durch

v = T N...Nx, =
1 .
= - Z Sign(o) o) @ ... @ Tg(n)
oESy

wobei S,, die Menge der Permutationen von n Elementen ist, sign(o) ist
das Signum der Permutation und ® kennzeichnet das Tensorprodukt von
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Vektoren. Die Antisymmetrisierung wird durch das Pauliprinzip erzwungen.
Sei weiter

AyH!' := C = Span(|0))

wobei C' die Menge der komplexen Zahlen ist. Den Basisvektor |0) bezeichnet
man als Vakuum. Dann ist der Mehrteilchen-Hilbertraum gegeben durch

AH' =P AH!
n=0

mit der BinschrAnkung, dass die ZustAnde endliche Norm haben sollen.

Zur Definition der Norm verwenden wir das induzierte Skalarprodukt in
A H!
(Vi Ao oAU, Wy AL A wy) = det((v;, w;))

wobei wir fiir die Skalarprodukte in den verschiedenen RAumen das gleiche
Symbol verwenden. Fordern wir weiter

(0,0) = 1 fiir |0) € AgH'
(v,w) = 0 fir ve AL,H', weA,H', n#m

so wird dadurch ein Skalarprodukt auf A H' definiert.

Wir definieren nun den Erzeugungsoperator eines Fermions im Zustand
v € H' durch

at:H' = LAH
at(w = vAw

mit v € H', w € ApyH!, a™(v)w € Apy1H'. Dabei sind L(AH') die linearen
Abbildungen in A H!. Wie man sieht, ist a™(v) auch in v linear. Weiter sei
a®(v)|0) = v. Die Abbildung a™ ist somit eine operatorwertige Distribution.

Ist e; eine Orthonormalbasis in H' mit 7 € {1,2,3,...}, so ist durch
af a0y =ep, AL Aey,
mit a; = a™(e;) und ky # ko # -+ -k, € {1,2,3,...} eine Orthonormalbasis
in A,H' gegeben.
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Sei a(v) der zu a*(v) hermitesch adjungierte Operator im Sinne des oben
definierten Skalarproduktes, d.h.

(a(v)z, y) == (z,a" (v)y)
Durch a(v) wird ein Fermion vernichtet. Man definiert weiter
a(v) |0y =0

wobei 0 den Nullvektor und |0) das Vakuum meint. Wegen der AptilinearitAt
des Skalarproduktes in der ersten Komponente und der LinearitAt von a™ (v)
in v ist a(v) antilinear in v, also

a(Av) =XNa(v), Nel
Konstruiert man a(v) explizit, so erhAlt man

a(v) i A AT, =
n

(=D (v, ) sy A AE AL AT,
i—1

)

mit v,z; € H'. Dabei bedeutet #;, dass dieses x; im Dachprodukt wegge-
lassen wird.

Man rechnet nach, dass fiir den Antikommutator {A, B} = AB + BA
gilt:

{a*(v),a™(w)} = 0
{a(v),a(w)} = 0
{av),a™(w)} = (v,w)1

wobei 1 den IdentitAtsoperator auf A %' meint. Mit Hilfe der oben eingefiihrten
Orthonormalbasis e; kann man auch schreiben

{a;ra a;r =

{aiv a]'} =

{aia a;r} =

o O

=2
ST
S

—_
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2.2 Der Lift von Operatoren

Sei nun H : H' — H! ein linearer hermitescher 1-Teilchen-Operator. Wir
definieren nun den gelifteten Operator H : AH' — AH' im Fockraum
durch

HoyAo..Avy, = (Hu)AvaA...Av, +
+ vy A(Hv) Ao Ay, +
+ vy AvaA...A(Hoy,)

Dies ist die bekannte Formel, die man erhAlt, wenn man H als Summe
von 1-Teilchen-Operatoren H (i) schreibt, die dann jeweils nur auf das i-te
Teilchen wirken. Man kann nun zeigen, dass sich H beziiglich der ONBasis
e; schreiben 1Asst als

H=Y a"(Hey)aler) =Y. Huala
k ol

mit Hy = (ex, Hey). Der Beweis macht dabei Gebrauch von dem Kommuta-

tor .
[H,a™(v)] = a™ (Hv)

Man beachte, dass wegen der unendlichen Summe }°, Konvergenzprobleme
auftreten konnen, so dass die obige Formel unter UmstAnden nur formale
Bedeutung hat.

Analog erhAlt man fiir den Lift eines 2-Teilchenoperators V (z.B. das
elektrische Potential) in der ONBasis den Ausdruck

V = Z V;j,k:l a;“a;“ak ajp
i,7,k,1
mit V;'j,kl = <€i VAN €, \%4 er N\ €l>
Dies kann man auch fiir MehrteilchenkrAfte verallgemeinern.
Der Lift unitArer Operatoren U wird abweichend von der obigen Defini-

tion nun definiert durch

ﬁvl/\vg/\.../\vn = Uy AU A...NUv,

U o) = 1[0)
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Dies entspricht z.B. genau der Transformationsvorschrift fiir die gleichzeit-
ige Drehung mehrerer Teilchen. Das Vakuum sei invariant dabei (diese
Forderung ist insbesondere im Hinblick auf spontane Symmetriebrechung in-
teressant, da sie dort fiir die gebrochene Symmetrie nicht erfiillt ist). U ist
unitAr beziiglich des induzierten Skalarproduktes im Fockraum.

Sei eine unitAre Schar von Operatoren
U(t) = et

gegeben. Dann gilt fiir den Lift

U(t) = e
Auf diese Art erhAlt man Darstellungen von Liegruppen auf dem Fockraum.
Dabei bilden die einzelnen A, H! irreduzible DarstellungsrAume.

Der Teilchenzahloperator N ist nun definiert als der Lift des Einsoperators
1 von H!

N=1=Y afa
¥

Es folgt
NuAN...ANv, = nviA...\Nv,
[N,a"(v)] = a"(v)
[N,a(v)] = —a(v)

Man hat damit eine formale Analogie zu Auf- und Absteigeoperatoren beim
harmonischen Oszillator erhalten.

Es gilt nun der folgende Satz:
Sei F(H!') ein Hilbertraum. Sei weiter
bt H = L(F(HY))

eine operatorwertige lineare Distribution und b(v) := (b (v))™ der hermitesch
adjungierte Operator zu b*(v). Es seien dieselben Antivertauschungsrelatio-
nen wie vorher

{b7(v), 0" (w)} =
{b(v), b(w)} =
{b(0), b7 (w)} = (v,w) 1
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giiltig. Es existiere weiter ein (bis auf Multiplikation) eindeutiger Vakuumzu-
stand |0) € F(H') mit

b(v) |0) =0 fiir alle v € H'
Dann gibt es eine unitAre Abbildung

U: AH' — F(HY)
mit Uat(0)U™' = b*(v)

d.h. die beiden Darstellungen der Antivertauschungsrelationen sind unitAr
Aquivalent. Dabei ist die Forderung nach einem eindeutigen Vakuumzus-
tandes sehr wichtig, da sonst der Satz nicht gilt.

Beispiele:
Sei im Folgenden F(H') = AH!.

e Sei U: H' — H! unitAr. Dann sind durch

bt(v) = at(Uv)
b(v) = a(Uv)

Operatoren im obigen Sinn gegeben. Nach dem Satz gilt

Uat(v)U™' = at(Uv)
Ua(v)U™' = a(Uv)

Man rechnet leicht nach, dass dabei U der Lift von U ist.

e Sei der Einteilchenraum zerlegt in die direkte Summe zweier TeilrAume
H' =M D Hy. Seiv=uv ®vy € H{ DHy. undsei A:Hy — H, ein
antiunitArer Operator, d.h.

<Av, Aw > = <w,v>
Al = N Av

Dann sind durch

bt(v) = at(v1)+ a(Avy)
b(v) = alv)) +a’(Avy)
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Operatoren gegeben, die die Antivertauschungsrelationen erfiillen. Allerd-
ings ist b(v) |0) # 0, so dass die Voraussetzungen des obigen Satzes nicht
erfiillt sind. Man kann allerdings einen anderen Fockraum F(H') #
AH' mit einem anderen Vakuum |0),, # |0) definieren, so dass b(v) |0), =
0 gilt.

2.3 Anwendung auf die Diracgleichung

Sei Hp = HE ® Hp der Raum der Losungen 1)(z) der freien Diracgle-
ichung, wobei H% der Raum der Losungen zu positiver Energie und Hp
der Raum der Losungen zu negativer Energie ist. Die Losungen positiver En-
ergie sind dadurch gekennzeichnet, dass sie sich als Fouriertransformierte von
Funktionen mit der positiven (negativen) Massenschale als TrAger darstellen
lassen. Die Losungen negativer Energie sind physikalisch zunAchst nicht
sinnvoll. Sobald man Aussere Potentiale beriicksichtigt, treten sie aber im
zeitlichen Verlauf unvermeidlich auf, selbst wenn man mit einer Losung
positiver Energie startet. Um zu einer physikalisch sinnvollen Theorie mit
Wechselwirkung zu gelangen, muss man daher von der 1-Teilchentheorie zur
Vielteilchentheorie iibergehen. Wechselwirkungen werden dann mit Hilfe
der S-Matrix im Rahmen einer Streutheorie mit asymptotisch freien Viel-
teilchenzustAnden beschrieben. Wir bemiihen uns nun im Folgenden um
eine Beschreibung dieser asymptotisch freien ZustAnde.

Sei dazu Hep = Hpos := H},, wobei H, fiir Elektron-ZustAnde und Hpos
fiir Positron-ZustAnde steht. Dabei ist die Energie stets positiv, d.h. diese
1-TeilchenrAume sind physikalisch sinnvoll. Sie sind beide mathematisch
identisch, da wir hier nur Losungen der freien Diracgleichung betrachten.
Bei Beriicksichtigung eines Ausseren elektrischen Feldes wiirden sie aber in
verschiedene RAume iibergehen, die jeweils aus Losungen der vollen Dirac-
gleichung zu verschiedenem Ladungsvorzeichen bestehen. Da aber Losungen
zu umgekehrtem Ladungsvorzeichen und positiver Energie aus Losungen mit
altem Ladungsvorzeichen und negativer Energie durch Ladungskonjugation
C entstehen, erhalten wir den Zusammenhang mit den gesamten Losungen
der Diracgleichung durch die Abbildung

[ Hiot :%elEBHpos — Hp :%B@HB
f(vel + UPOS) = Uel + Cvpog = v+ + ’U_
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d.h. vy = v, Cvys = v~. Die Ladungskonjugation C' ist dabei antiunitAr
(vgl. oben). Wir bilden nun den Fockraum der Losungen der Diracgleichung
AHp mit den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

br(vt +07) = bT(vh) +bT(v7)
b +v) = blwt)+b(v)
Mit b(v™ +v7) |0), = 0 fiir das Vakuum. Das Energiespektrum von AHp ist
aber unphysikalisch, da es negative Energien enthAlt. Insbesondere ist das

Vakuum |0) , nicht der Zustand mit niedrigster Energie, da z.B. b*(v7) |0)
ein Zustand mit niedrigerer Energie ist.

Wir bilden daher nun AH;,;. Dieser Vielteilchenraum enthAlt nur ZustAnde
zu positiver Energie. Durch

" (Ver + Vpos) @’ (Ver) + @ (Vpos) =
— B+ b7 =
= b (ver) + b(Cupos)

a(Ver + Vpos) analog

ist dann eine Darstellung der Antivertauschungsrelationen in AH,,; gegeben
(vgl. Beispiel oben). Da b und C antilinear sind, ist a™ linear in vp,s. Das
Vakuum |0) erfiille dabei a(ve, + vp0s5) |0) = 0. Es ist damit der Zustand
niedrigster Energie. Man kann den Zusammenhang zu |0) ;, formal herstellen

durch N
0) =TT v (ex) 10},
k=1

wobei e; eine Basis von H ist. Es werden also alle ZustAnde negativer
Energie besetzt. Wegen des unendlichen Produktes liegen |0), |0), nicht
im gleichen Fockraum. Vielmehr wAre |0) als eine Art kollektive Anregung
aufzufassen.

Man gelangt also zu dem physikalisch sinnvollen Vakuum und damit
Fockraum dadurch, dass man fordert, dass der Energie-Erwartungswert des
Vakuums minimal sein soll. Dieses Variationsprinzip bewAhrt sich auch im
Zusammenhang mit spontaner Symmetriebrechung.

Sei nun v = Ve + Vpos und seien

U(v) = a(ve)+at (vpos)
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= b(ver) + d (Vpos)
T (v) = a" (va) + a(vpos)
=: b+(vez) + d(Vpos)

(Diracfeldoperatoren). Dabei wurden die neuen Bezeichnungen b,b",d,d"
eingefiihrt, um Teilchen- und Antiteilchenoperatoren besser zu unterschei-
den und um Anschluss an iibliche Bezeichnungsweisen zu erhalten. b, b"
vernichten und erzeugen also ab jetzt ausschliesslich Teilchen (d.h. ihre Ar-
gumente sind € H,;), und analog fiir d,d* (Dabei sind diese Bezeichnungen
nicht mit den frither verwendeten b, b* zu verwechseln).

Es gilt
{¥(v), T (w)} = (v, w)

Entwickelt man nach einer ONBasis e! € H,; bzw. €7”" € H,pps, S0 ist
U(v) = 3 (el ver) bi+ (8", vpos) i)
k

W) = 5 (el v b (v )

Man beachte dabei die AntilinearitAt von b, d. Analog kann man formal nach
einer kontinuierlichen ‘Basis’ entwickeln und damit den Dirac-Feldoperator
am Ort 7 definieren durch

() =: / & v,(7) T 0(7)

UHo) = / &x UF (2)0,(7)
U(r) = D (ef (2)be + e (x)df)
k
) = (e (@) b + e} () dy)
k
Dabei ist v;(Z) =: v(z) der freie Diracspinor und v(x)" der entsprechende

transponierte komplex konjugierte Diracspinor. Die Schreibweise (%) =:
U(z) ist Ahnlich wie die der Delta-‘Funktion’ §(z) nur in einem Integralkern

sinnvoll. Die obige Definition ist fiir alle (festen) Zeiten ¢ sinnvoll, wie wir
jetzt zeigen:
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Sei obige Definition giiltig fiir £ = 0. Die Diracgleichung fiir den 1-
Teilchenzustand v 1Asst sich schreiben als

dvy(7) _ - - ( —iHt -
i— = Hu (%) = u(Z) = (e "'up) (%)

Wie oben im ersten Beispiel gezeigt wurde, ist dann
Ui (v) = Ut (ety) = eiﬁt\I,Jr(U)efiﬁt

wobei H der Lift von H ist. Man konnte hier auch genauer U(v) = Uy(v,)
schreiben; die Notation soll hier aber nicht zu stark verkompliziert werden,
wobei wir gewisse Unsauberkeiten in Kauf nehmen miissen. Definiert man
nun

U (v) = / PV (7)vo(T)
d.h. insbesondere B B
UH(7) = e () e
so folgt
[ B v @u@ = v
— \Ij-l-(ethe—thv)
W et
= [ & v @) )@
- / &x U (7)0,(7)
Man kann daher auch mit z = (¢, %) abgekiirzt schreiben
U(v) =: /d3x v(z) T ()
Ut(v) =: /d3x Ut (z)v(z)

Sei Ty, die unitAre Darstellung der doppelten Uberlagerungsgruppe der
Poincaregruppe auf H;,,

(Ty,av)(2) = gu(A™ (x — a))
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(vegl. das Kapitel Spinoren und die Diracgleichung) und sei ﬁg,a der zugehorige
Lift. Dann ist X X
\Ij+(Tg,aU) = Uy, U (v) Ugii

und man kann mit der Definition von ¥(z) zeigen, dass

A~

o W (1) Uy d = 7 W(Ax + )

Weiter ist
i, ¥ (v) = V(i) =
= U(mv) =m¥(v)
= "o,V (z) = mU(x)

d.h. auch fiir den freien Feldoperator gilt die Diracgleichung, wobei sie aber
im obigen Distributionensinn zu verstehen ist.

Man kann nun auch im Impulsraum Operatoren b(p), d(p) definieren usw..
Weitere Einzelheiten sollen hier nicht besprochen werden; Man findet sie z.B.
im Buch von G.Scharf: Finite Quantum Elektrodynamics.
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3 Intrinsische Symmetrien

Ausgearbeitet von Jorg Resag

3.1 Beschreibung intrinsischer Symmetrien

Zur Beschreibung einer intrinsischen Symmetrie ordnen wir einem Teilchen
(z.B. einem Quark) einen (oder mehrere) intrinsischen Zustandsvektor = €
C™ zu. Auf C™ operiere eine unitire Darstellung D,(U), U € SU(n) der
Symmetriegruppe SU(n), z.B. einfach D;(U) = U. Beispiele sind die Col-
orsymmetrie oder die Flavorsymmetrie. Unser Ziel ist es nun, den entsprechen-
den Darstellungsraum fiir das Antiteilchen (Antiquark) zu finden.

Sei dazu A,,C™ der Raum der antisymmetrischen Tensoren aus dem m-
fachen Tensorprodukt ®,,C™. Genauer bedeutet dies:
Seien x1...2,, € C"™. Dann ist ein Vektor v € A,,,C" definiert durch

wobei S, die Menge der Permutationen von m Elementen ist, sign(o) ist
das Signum der Permutation und ® kennzeichnet das Tensorprodukt von
Vektoren. Beachte, dass wegen der Antisymmetrisierung m < n sein muss.

Sei weiter Dy(U) eine unitére Darstellung von SU(n) auf dem Raum der
antisymmetrischen Tensoren A, _;C", d.h. m =n — 1 jetzt. Wir zeigen nun,
dass diese Darstellung auf kanonische Weise mit D; (U) zusammenhéngt. Den

Zusammenhang stellen wir her, indem wir das induzierte Skalarprodukt in
A, 4 C"
<1)1 VANIVAN Up—1, W1 AN oA wn_1> = det((vi, wy, )>

und die Volumenform
w(vr Ao AUy, vy) = det((v;)5)

verwenden. Dabei ist

v; = (Vi) €;
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in der Orthonormalbasis e; entwickelt worden und es gilt
W(es(1), - - -, €a(n)) = sign(o)

Wir zeigen nun:
Es gibt einen kanonischen antiunitaren Isomorphismus

I:A,_:C" — C" mit
ID,(U) = Dy(U)I

Dieser Isomorphismus [ identifiziert die Rdume A,_;C™ und C™ miteinan-
der:
A, CTECT

Dies muss ja moglich sein, da beide Vektorraume die gleiche Dimension
haben, wie wir weiter unten noch sehen werden. Die obige Gleichung stellt
dann den Zusammenhang zwischen den beiden Darstellungen dar. Die beiden
Darstellungen D;(U) und Dy(U) sind sogenannte fundamentale Darstellun-
gen von SU(n), von denen es allgemein n — 1 Stiick gibt.

Zum Beweis konstruieren wir I explizit durch

(ITy,z) :=w(y,z) Yy € Aot C", z € C"

Nach dem Satz von Riesz ist I dadurch eindeutig bestimmt (vgl. Greub:
Lineare Algebra S.185 Satz 7.7).

Es gilt

w(y,r) = w(D;

Gleichzeitig gilt auch
w(y,z) = Iy, )
Nach dem Satz von Riesz ist wegen der Eindeutigkeit damit
DI(U)IDy(U) = I
= IDy)U) = Dy(U)I

28



Aus der Definition von I ist klar, dass I antilinear sein muss:
IDc=XN1Tx, Ne(C

Sei eq,...,e, eine Orthonormalbasis von C™ und o € S,. Dann ist durch
es(1) N - .. A eg(n—1) ein Erzeugendensystem in A,,_;C™ gegeben. Nimmt man
die wegen der Antisymmetrie mehrfach vorkommenden Vektoren heraus, so
erhalt man einen vollstandigen Satz von n orthonormierten Basisvektoren.
Wegen der Antilinearitdt gentigt es, I auf dieser Basis auszuwerten. Aus der
Definition von I folgt dann die Bedingung
<I €o(1) N+ N €sn—1), eg(n)> = w(eg(l), cey ea(n)) = sign(a)
Definieren wir in A,,C™ eine Basis é; durch
Eo(1) N\ oo N\ €g(n—1) =t ég(n) sign(a)
so folgt, einfach
Iéz = €
— Tv'é = (v)e
Beziiglich der Basen e; in C™ und ¢é; in A,,_{C™ wird also I dargestellt durch

die Matrix
I=1,()"

Dabei bedeutet ()*, dass der folgende Spaltenvektor komplex zu konjugieren
ist. In dieser Darstellung ist die Antiunitaritat

(Iz, Iy) = (y,z)
direkt sichtbar.

Fiir die Darstellungsmatrizen von SU(n) folgt in dieser Basis

ID,(U) = () Do(U) = D3(U) ()" =
= Di(U)I=Dy(U)()"
=  Dy(U) = Di(U)

Die Darstellung der Symmetriegruppe SU (n) fiir mehrere (Anti-) Teilchen
ist gegeben durch das Tensorprodukt der Darstellungen in den Einteilchenraumen.
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Wir fordern fiir einen Teilchen-Antiteilchenzustand, dass der entsprechende
Darstellungsraum einen eindimensionalen linearen invarianten Unterraum
enthilt, auf dem SU(n) durch die Identitdt dargestellt wird. Teilchen und
Antiteilchen sollen sich also zu einem Singulett koppeln lassen. Diese Forderung
wird z.B. fiir die Flavor- und Colorsymmetrien durch das Experiment erzwun-
gen. Die Bildung eines Singuletts ist aber nur dann moglich, wenn dem An-
titeilchen der intrinsische Zustandsraum A,,_;C™ mit der Darstellung D, (U)
zugeordnet wird. Der Singulettvektor s € C" ® A,,_1C™ lautet

1 n
S = —= €i®éi

denn dann ist

n
Z erjz' &® ékU]:Z =

i k=1

Z U]ZU;]; ej X ék =

ij k=1

n
Zej@)éj:
J

B i e

Anmerkung:
Die hier betrachteten Beziehungen kann man auch sehr schon in den sogenan-
nten Young tableaur wiederfinden, die eine Relation zwischen Darstellungen
der Permutationsgruppe und SU(n) herstellen.

3.2 SU(2)-Symmetrie

Sei also n =2 und D;(U) =U. Es gilt

w(eia e]) = Slgn(O’(};) ) = _eij

wobei €;; die Matrixelemente der e-Matrix aus Kapitel 1.2 sind. Also ist

€1 = —€9

€y = €1
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und beziiglich dieser Basis ist
I=1,0)" und Dy(U) =U"
Beziiglich der Basis e; in A;C? dagegen ist
I=e()
und es ist

ID,(U) = €()* DolU) = e D3(U) ()° =

— DyU)=€e'Ue=U"=U

Die Darstellungen D;(U) und Dy(U) von SU(2) sind also unitir dquivalent.
Dies muss auch so sein, da es nur n — 1 = 1 fundamentale Darstellung von
SU(2) geben kann.

3.3 SU(3)-Symmetrie
Sei n =3 und D;(U) =U. Es gilt
w(ei ej,ex) = sign(o (i) ) = €

wobei €5, der iibliche Levi-Civita-Tensor ist. Es ist damit

él = ey Neg
éQ = €3 VAN €1
ég = e Ney

und beziiglich dieser Basis ist wieder
I'=13()" und Dy(U) =U"

Die Darstellungen D;(U) und Dy(U) von SU(3) sind nicht unitér dquivalent
und bilden die zwei fundamentalen Darstellungen von SU(3).
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3.4 Color-Symmetrie

Die Symmetriegruppe der Color ist SU(3). Um die iiblichen Bezeichnungen
zu erhalten, setzen wir

e1=r,e=g,e3=>0

wobei die Abkiirzungen fiir die Bezeichnungen rot, grin, blau stehen. Um
in den einzelnen Summanden des Singuletts jeweils Produkte aus Farbe und
Antifarbe zu erhalten, setzen wir

€1 =17, =g, e3=0

wobei die Abkiirzungen fiir die Bezeichnungen antirot, antigrin, antiblau
stehen. Der Singulettzustand lautet damit

1 _
§=—=(r7 4+ gg + bb
7 (r7 + 99 + bb)
Diese ganze Namensgebung ist jedoch reine Konventionssache ohne tieferen
physikalischen Hintergrund.

3.5 Flavor-Symmetrie

Die Symmetriegruppe der Flavor ist SU(2) oder SU(3), je nach Modell (auch
andere n sind denkbar). Um wieder die iiblichen Bezeichnungen zu erhalten,
setzen wir fiir SU(3)

e =1u, eg=d, e3 =5

wobei die Abkiirzungen fiir die Flavor up, down, strange stehen. Die Flavor
sind mit additiven messbaren Quantenzahlen verkniipft, z.B. der Ladung.
Beim Wechsel von Teilchen zu Antiteilchen (gleichbedeutend mit dem Wech-
sel von Flavor zu Antiflavor) wechseln diese Quantenzahlen ihr Vorzeichen.
Der Singulettzustand ist nun experimentell mit Teilchen verkniipft, bei de-
nen diese Quantenzahlen den Wert Null haben. Somit miissen sich diese
Quantenzahlen in jedem Term des Singuletts zu Null addieren. Daher ergibt
sich die Zuordnung
élzﬂ,, éQZCZ, é3:§
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und der SU(3)-Flavor-Singulettzustand lautet

1 -
s = —= (uu + dd + s5)

V3

Er entspricht dem n'-Meson in einfachen Modellen. Fiir SU(2) gelten die
analogen Formeln.
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4 Bethe-Salpeter-Gleichung: Das Wick-Cutkosky-
Modell

Ausgearbeitet von Jorg Resag

4.1 Formulierung des Modells

Die Bethe-Salpeter-Gleichung beschreibt relativistisch gebundene Zusténde
(vgl. Itzykson-Zuber: Quantum Field Theory, Kap 10-2; unsere No-
tationen hier entsprechen denen aus diesem Buch). Sie lautet im Impulsraum
fiir zwei skalare gebundene Teilchen

d4p/
(2m)*

mit dem Schwerpunktsimpuls P = p; + ps, dem Relativimpuls p, den bei-
den Teilchenmassen m;, msy, dem Wechselwirkungskern V' und der Bethe-
Salpeter-Amplitude yxp. Es gilt 7, + 7, = 1, wobei aber ansonsten die 7;
willkiirlich sind, da sich die beiden gebundenen Teilchen nicht auf der Massen-
schale befinden miissen. Im Folgenden beschranken wir uns auf m; = my =:
m und setzen 1, =y = 1/2.

Das Wick-Cutkosky-Modell (Phys.Rev. 96 (1954) S.1124) betra-
chtet nun den Fall von zwei skalaren Teilchen gleicher Masse m, die iiber
ein anderes skalares Feld der Masse i wechselwirken. Weiter wird die Leit-
ernaherung verwendet, d.h. im Wechselwirkungskern V' wird nur der Graph
niedrigster Ordnung beriicksichtigt, also der einfache Teilchenaustausch. Damit
ist

[(mP +p)* +m?] (0P — p)* +mZ] xp(p) = — / Vip.p', P) xp(p')

19192
(p—p)? — i* + ie
V ist also jetzt unabhéngig von P und wir schreiben daher einfach xp(p) =:
X(p). Als weitere Vereinfachung sei die Masse des Austauschteilchens i = 0
und wir gehen ins Ruhesystem P = (M, 6) = Mey mit 0 < M < 2m. Die
BS-Gleichung lautet damit

(Cesa) o] [ (5

V(p,p,,P) = -

2

) _pdy 9192 ,
+m] x(p) —Z/ o) (p_p,)2+z.ex(p)
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4.2 Die Wick-Rotation

Wie Wick und Cutkosky gezeigt haben, ist x(p) analytisch in p°. Wir betra-
chten die Gleichung daher als Gleichung von Funktionen, die in p° =: z € C
analytisch fortgesetzt sind. Statt fiir reelle Werte von z losen wir die Gle-
ichung nun fiir rein imaginare Werte von z, d.h. wir schreiben z =: ip4, p4 €
R, ersetzen also p° durch ip,. Weiter ersetzen wir mit Hilfe des Cauchyschen
Integralsatzes die Integrationsvariable p' durch ip), integrieren also iiber die
imaginire Achse. Dazu liberzeugt man sich, dass der Integrand keine Pole im
ersten und dritten Quadranten liefert. Die BS-Gleichung im Minkowskiraum
(d.h. in der Variablen z = p° ) geht also durch die folgenden Ersetzun-
gen in die ’euklidische’ BS-Gleichung (d.h. in der Variablen z = ips ) iiber
(wobei dann im euklidischen Raum nicht mehr zwischen oberer und unterer
Indexstellung unterschieden wird):

0

P — iy
4
pr= ") =7 — P ==Y ()’
k=1
dp =dp’ d®p — id'p = id®pdp,
x(@) = x@" P — x(p) = x(ips, D)

Dieses Verfahren wird Wick-Rotation genannt. Sein Sinn besteht darin, die
Minkowski-Metrik in die einfachere euklidische Metrik umzuwandeln. Wir

setzen
\ = 9192

T2
und erhalten mit P = Mey = Me, sowie mit

(e ] () 4] - - (2

die Wick-rotierte (euklidische) BS-Gleichung

[<p2 - (%)2 + m2>2 + (Mp,)?

Sei

2 2

2
+ m2> +(Mp4)2

x(p) = % / d*p’ mx(p’)




Wir fithren nun dimensionslose Grossen ein mit

p

q = —
m

M

no= ==
m

, A
A= 30
o(q) = x(p)

(dabei ist p nicht zu verwechseln mit der Masse i des ausgetauschten Teilchens,
die ja 0 gesetzt wurde) und erhalten

(@ + 1) + (pas)?] /d4 - 0(d)

2 4 je

4.3 Umformung in eine Differentialgleichung

Der Integrand auf der rechten Seite der obigen Gleichung ist gerade die
Greensche Funktion des Laplace-Operators im n = 4-dimensionalen euk-
lidischen Raum

0T Zn: (qu>2

d n—1 1 d
= —-— ] — + Winkelterme
(d ) ol dlg
Es gilt namlich fiir n =4
1

und daher
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wobei S?(¢€) die 3-dimensionale Oberfliche einer Kugel um 0 mit Radius € in
4 Dimensionen ist. Die Flachenelemente darauf sind gegeben durch

dA; = L

lq|
mit
. d*Q = 272 = Fliche von S?
s
Also ist
.= g(0) (=2) 27?
und somit

1
D? = -2 271'2 54(0)

Durch Anwenden von O auf die euklidische BS-Gleichung erhalten wir
daher

O[(¢> +1)% + (1g)*] 6(q) = —47°X ¢(q)

4.4 Stereographische Projektion

Die obige Gleichung besitzt eine versteckte Symmetrie, die man dadurch
sichtbar machen kann, dass man sie umschreibt in eine Gleichung auf der
4-dimensionalen Einheitssphire S* € R® und q als stereographische Koordi-
naten auf S* interpretiert. Sei dazu

2 1—¢°
Q- ¢ 1-g
1+¢2" 1+¢?
Dieser 5-komponentige Vektor hat den Betrag 1 und liefert eine Koordina-

tendarstellung von S* — {SP}, wobei SP = (0,0,0,0,—1) der Siidpol ist.
Man kann sich den Zusammenhang im folgenden Bild veranschaulichen:

37



Der Laplace-Operator auf einer differentierbaren k-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M* mit (lokalen) Koordinaten (‘Karte’)
E:UcM — U cRF
Ep)=¢6 = (&, &)
ist (lokal) definiert durch

= > i (Zg‘[%)

1]1

Dabei ist g;; die metrische Matrix in diesen Koordinaten, g* = (¢~');; und
V9 = +/detg. Falls M* in R™ mit n > k eingebettet ist, und falls z(§) €
M* C R™ ein n-dimensionaler Ortsvektor mit Endpunkt auf A% ist, so ist
dr dzx

dg;  dg;

wobei rechts das gewohnliche euklidische Skalarprodukt im R™ steht. Man
kann sich iiberzeugen, dass sich dieser Operator sinnvoll unter Koordinaten-

9ij =
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wechseln transformiert. So liefert die Formel fiir M* = R* den gewdhnlichen
Laplaceoperator in allgemeinen (evtl. krummlinigen) Koordinaten.

Fiir M* = S§* setzen wir ¢ = ¢ und z = Q. In diesen Koordinaten erhalten
wir fiir die Metrik auf S*

oo g de 4 o
9 = dg; dg;  (1+¢*)? "
g’ = 7( 1 ) 5ij

VI = <1fq2>4

Damit erhalten wir

- o d 1 avg @
Ogt =2 —(1+Q)%d—qi+1(1+Q) i

=1

und somit ist

1+¢)*00+¢)" = Y3 (1+¢)

mit 0 = Opgs wie vorher auch. Weiter setzen wir
¥(Q) = (1+¢°)" ¢(q)
und konnen damit die BS-Gleichung umschreiben zu
1
(Ogs — 2) {1 + Z(”Q4)2] Y(Q) = -2 N P(Q)
mit Q4 = (2¢4)/(1 + ¢*) wie oben bereits definiert. Nun erkennt man die
SO(4)-Symmetrie dieser Gleichung: Wenn () eine Losung dieser Gle-

ichung ist, so ist auch ¢(R€2) eine Losung. Dabeiist R € SO(4) eine Drehung
um die 4-Achse, so dass €, invariant bleibt.
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4.5 Ausnutzen der SO(4)-Symmetrie
Um die SO(4)-Symmetrie auszunutzen, schreiben wir  als
Q= (Qiza, Q) = (£ sinz, cosx)

Dabei beachte man, dass €2, als fiinfte Komponente von €2 geschrieben wurde.
Wegen Q2 =1 gilt

£=1= ¢= (&1,&,835,8) € S?

Seien a = (ay,ay, as) irgendwelche Koordinaten auf S* (z.B. Eulerwinkel
wegen S3 ~ SU(2) ), d.h. & = £(a). Fiir die metrische Matrix in den
Koordinaten (a1, s, oz, ) auf S* haben wir dann

d d§
21 2 =962 =)
5 = dalg fdal
Q dQ
= Gaz ;lai-Z—x:sinxcosxfji:O

und somit in Blockschreibweise

= [ Geies O
= )

mit ¢y, = 1. Fiir die metrische Matrix auf S* in den Koordinaten o, s, a3
haben wir

g0 A8 dS
Z] N dOéZ' dOéj
= Jaia, = sin’z gfjs

Vg = sin’a /g%

Fiir Ogs setzen wir x = £ fiir den Ortsvektor und &; = q; fiir die Koordinaten
auf S? in die Definition ein. Aus der Definition von Ogs und Ogs folgt dann
d 5 d

Ogs + —— — sin" ¢ —
. s .
sin® x sin®z dx dx

Ds4 —
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Damit lautet die BS-Gleichung nun

LR L 2] [1 4 i(um)?} D(Q) = —mN Q)

- 53+ ——=—
sin® x sin®z dx dx

Weiter setzen wir
z=cosx =y €[-1,1]

und wir erhalten mit

B = [+ 0] 0@
2\
" T ey

die Gleichung

Lot a-2T 0 sihe) e =0

1—22 % ? dz? Zdz +h(2) (2,¢) =
Diese Gleichung hat eine dhnliche Struktur wie z.B. die Schrédingergleichung
in Kugelkoordinaten mit einem rotationssymmetrischen Potential. Dort sucht
man ein vollstandiges System von Funktionen auf S? (Kugelflichenfunktionen)
und gelangt mit dem Ansatz ¢(Z) = Ry(r) Yim(7) zu einer Gleichung fiir
R, (r) in nur einer Variablen (Radialgleichung). Analog suchen wir nun
hier ein vollstindiges System von Funktionen auf S3. Dabei verwenden wir
die Isomorphie S ~ SU(2). Dann sind irreduzible Darstellungen von SU(2)
gegeben durch lineare Operatoren D(€) auf (254 1)-dimensionalen komplexen
Vektorraumen V'

DE):V =V
(Jm D) ] jm") = D(§)
Dabei sind D?, (¢) die aus der Quantenmechanik bekannten Wignerschen
D-Funktionen. Es gilt nun der Satz von Peter und Weyl:

Durchlauft D alle irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungen einer
kompakten Gruppe G, so bilden die entsprechenden D-Funktionen ein vollstandiges
System von Funktionen auf GG, d.h. jede Funktion ¢ : G — C kann nach
ihnen entwickelt werden.
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Damit bilden die Wignerschen D-Funktionen Df;lm, (&) ein vollstandiges
System auf S* ~ SU(2). Wir machen daher den speziellen Ansatz

®(2,8) =: f(2) Dy (€)
Es gilt nun . .
Oga Dy (§) = =45 + 1) Dy (€)
Setzen wir noch 25 +1=mn € {1,2,3,...} = 4j(j+1) =n?—1, so erhalten
wir in Analogie zur Radialgleichung

n?—1
(1-2) f(2) — 42 /() — 2 F(2) = 27(2) + () S(2) =0 (1)
mit f'(z) = (df(z))/(dz). Es ist uns also gelungen, die euklidische BS-
Gleichung durch Ausnutzen der Symmetrie auf eine einfache Differentialgle-
ichung in einer Variablen umzuschreiben.

In Itzykson-Zuber, QFT, S.491 Formel (10-70) wird die folgende Formel
angegeben:

(1—2")g"(2) —2(n — Dz g'(z) —n(n — 1) g(2) + h(z) g(z) =0 (2)

Diese Gleichung ist dquivalent zu unserer Gleichung (1). Dazu multipliziert
man Gleichung (2) mit (1 — 22)® und setzt in Gleichung (1) f(z) = (1 —
2?)® g(2). Wie man beim Vergleich erkennt, muss man a = —(n+1)/2 setzen.

4.6 Numerische Losung

Wir versuchen nun, Gleichung (1) zu lésen. Es war —1 < 2z < 1 gewe-
sen. Zunéchst soll die Asymptotik an den Randern des Definitionsbereichs
untersucht werden. Sei dazu

z = +(1—-y), y>0, y<1
Gi(y) = f(x(1-y))
~ A
A=
Tm?
_ M
no= 2m
. 1 .
h = l— )\
> ) 1—n*(1 - 2%
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In niedrigster Ordnung in y lautet die asymptotische Differentialgleichung zu
Gleichung (1) dann

n®—1 -

2yGlL(y) + 4G (y) - 2 G=(y) —2G=(y) + AG(y) =0

Da diese Gleichung nicht unterscheidet zwischen G4 (y) und G_(y), setzen
wir G4(y) =: G(y). Die Gleichung lisst sich durch den Ansatz G(y) = ¢°
16sen mit b = (n — 1)/2 oder b = —(n + 1)/2. Die zweite Losung ist aber
divergent in y = 0 und ergébe eine unphysikalische Divergenz von ¢(q) in
qs = 1, ist also unbrauchbar. Damit bleibt als Losung

G(y) = y™ Y2 dabei war n € {1,2,3,...}

und wir haben

1 (n—1)/2
f(z) ~ 1=z D2y (5 (1-— z2)> , fir z =1

1 (n—1)/2
f(2) = (142002 <§ (1— z2)> , fiir 2 — —1

= f(2) ~ const-(1—2)"V2 fiir |z > 1

Wir machen nun den Ansatz
1

f) = = F()

= F(z) ~ (1=2)"% fir |2| =1

Damit hat F'(z) das gleiche asymptotische Verhalten in |z| — 1 wie die assozi-
ierten Legendre-Polynome PJ'(z), was auch der Sinn dieser Transformation
war. Die Differentialgleichung lautet nun

2

(1—22)F"(2) =22 F'(2) + (—1 f o +h(z)> F(z)=0

Wegen des asymptotischen Verhaltens von F(z) an den Réndern liegt es
nahe, diese Gleichung in einer Basis aus assoziierten Legendre-Polynomen
Pl(z) zu 16sen. Man kann dabei die Legendre-Differentialgleihung

(1—22) P (2)" =22 P(2) + <k(k +1) — %) Pl(z)=0
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ausnutzen, indem man in die Differentialgleichung fiir F'(z) einen Term
(k(k+1) — k(k+ 1)) F(z) = 0 einfiigt, so dass gilt

2

1 2

(1—22) F"(2)—22 F'(2)+ (k(k +1) ) F(2)+[h(2) — k(k+1)] F(z) =0

Es gilt nun der Satz (Bronstein S.448):

Das System der zu jedem n > 0 zugeordneten PJ'(z) mit k =n, n+1,...
ist in £2(—1,1) vollstandig.
Wir entwickeln daher

o0

F(z) =} a P(2)

k=n

wobei die Reihe natiirlich bei der tatsachlichen numerischen Rechnung bei
einem k = N abgebrochen werden muss. Damit haben wir

3 ¢ (% —k(k+1)> Pi(z) = 0

& ick (P?(1 =22 k(k+1) —k(k+1)+ A) Pi(z) = 0

wobei wir h(z) ausgeschrieben haben mit n = M/(2m). Man kann nun mit
P[(2) multiplizieren und das Integral f_ll dz bilden. Als Ergebnis erhalt man
aus der unteren Gleichung ein verallgemeinertes Eigenwertproblem der Form

n”Ac+B\)e=0

in Matrixschreibweise, das sich mit Standardmethoden 16sen lasst und mit
dem man zu gegebenem A = \/(7m?2) das n = M/(2m) und somit M ausrech-
nen kann. Umgekehrt kann man auch mit der oberen der beiden Gleichungen
zu gegebenem 7 das A berechnen. Die von uns gefundenen Ergebnisse stim-
men mit denen von Wick und Cutkosky iiberein.
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5 Symmetriebrechung in der QCD

Ausgearbeitet von Jorg Resag

5.1 Beschreibung von Symmetrien

Sei eine Lagrangedichte £ gegeben, die von Fermionfeldern ¢ (z) abhéngt
und die invariant sei unter dem Wechsel

Y(x) — By(z)
wobei ¢(x) = (Y1(x),...,¢¥n(z)) und (By(x)); = Bi¢j(x) mit BYB = 1.
Der Index kann z.B. fiir die Flavor stehen.

Nach der 2-ten Quantisierung wird aus ¢ (x) der Feldoperator ¥(z). Man
kann nun formal versuchen, B in den Fockraum zu liften mit

U(Bv) =: Up¥(v)Uz'
< B™U(z) =: Up¥(x)Ug'
Falls Ug |0) = |0) gilt, ist Up der Lift von B. Andernfalls ist evtl. ein

solches Ug auf dem Fockraum gar nicht streng definiert, da es verschiedene
Fockrdume ineinander iiberfiihren kann (vgl. spiter).

Sei B nun eine unitiare Darstellung einer r-dimensionalen kompakten
Liegruppe G auf C", d.h.

B =exp()_ aT?)
s=1

mit den antihermiteschen Generatoren 7. Die Strukturkonstanten C'*¢ sind
dabei gegeben durch
[Ta Tb] _ CabcTc

Sei nun
Q'(t) = [ d'x W} (@)T;0,(x)
wobei fiir den Antikommutator der Feldoperatoren gelte

{Wi(t, 2), U (8, )} = 6;50°(F — )

45



Wir verwenden nun die folgenden Beziehungen

(A{B,C} — {A,C}B) = ABC+ ACB — ACB — CAB =
— [AB,C] = —[C, AB]
— [AB,CD] = —AC{D,B}+ A{C,B}D — C{D,A}B+ {C,A}DB

und zeigen damit leicht, dass die Q*(¢) dieselben Vertauschungsrelationen
wie die Generatoren T erfiillen:

[Q"(1), Q" ()] = C*™Q"(¢)
Die Q*(t) bilden also fiir festes ¢ eine Darstellung der Lie-Algebra von G.

Weiter kann man leicht nachrechnen
Fiir eine infinitesimale Transformation testen wir nun, ob

Ug=1+aQ’(t) fir B=1+aT"

—

gilt. Wir berechnen also (mit z = (¢, %))

UpWi(2)Up' = (1+aQ"()Wi(2)(1 —aQ’(t)) =
= Wi(2) — a[¥;(2),Q*(H)] + O(a®) =
= (1—al3)V(x) =
= B;;‘I'J( )

Da die Q°(t) eine Darstellung der Lie-Algebra bilden, bilden die
Us(t) = exp(3 0,0 (1))
s=1

also eine (Strahl-)Darstellung der Gruppe G. Ob diese Ug wohldefinierte Op-
eratoren auf dem Fockraum sind, ist dabei noch unklar. Man kann namlich
leicht nachrechnen, dass z.B. fiir freie Diracfelder gilt:

1Q°(2) 0} [I* =< 0]Q** (1)Q*(£) [0) =
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Andererseits bilden auch die normalgeordneten : Q*(¢) : eine Darstellung der
Lie-Algebra. Wir haben also fiir freie Diracfelder

r

Q'(t)|0) #0 = Ugl0) = exp(3_ a;Q"(t)) 0) # |0)

s=1

QN 0)=0 = :Up:|0) = exp(éast(t)) [0y = 10)

Wenn Ug |0) # |0) ist, spricht man davon, dass die durch die Gruppe G
beschriebene Symmetrie von £ im Fockraum spontan gebrochen ist, da sie
zwar fiir £ gilt, nicht aber auf den Zustinden des Hilbertraums realisiert
ist. Up ist dann kein wohldefinierter Operator auf dem Fockraum, da er
Vakua aus verschiedenen disjunkten Fockraumen aufeinander abbildet, also
in einem gewissen hoheren Raum operiert.

5.2 Goldstone-Teilchen

Um einen hermiteschen Operator zu erhalten, definieren wir ab jetzt abwe-
ichend zu oben

Q') = [daut@)(~iT})¥()
—Up = exp(iiast(t))
Dann ist
Q'(t) = [ d' Jy()

wobei J:(z) der erhaltene NGtherstrom zur Invarianztrafo ¢ — By von L
ist. Falls nun die Symmetrie spontan gebrochen ist, d.h. Q*(¢) |0) # 0, so ist
wegen der Translationsinvarianz des Vakuums

@i = (o f@®)?|o)=
= <0‘/d3ng(x)Q5(t)‘0>:
= (01 75(0)Q'(0)] 0) [’ = 00
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wie oben bereits gezeigt. Q°(t) ist also dann kein wohldefinierter Operator
auf dem Fockraum.

Wir betrachten nun als Fockraum nicht nur den Mehrteilchenraum zu den
Feldern, die in £ explizit vorkommen, sondern wir nehmen weiter alle die
freien Zustande hinzu, die durch die betrachtete Theorie beschrieben werden
sollen, z.B. gebundene Zustdnde. Sei nun ¢(z) ein Feldoperator auf diesem
Fockraum, so dass zu Matrixelementen (0 | ¢(x) | n ) nur Einteilchenzusténde
beitragen sollen. Man sagt nun genauer als oben, dass eine Symmetrie dann
spontan gebrochen heisst, wenn es ein solches ¢(z) gibt mit

(011Q°(@),0(0)]]0) =n#0

Die Stromerhaltung fiir den Nétherstrom liefert
0 = [d (0,0 (@), 6(0)] =
— 80/d3:z; JS(x), $(0)] +/d3x [V.J*(),6(0)] =
— 0lQ°(1), 6(0)] + dA[T*(x), $(0)] =

|Z|— 00
d s
= 11,000

d.h. n ist zeitunabhéngig.

Wir schieben nun zwischen Q*(t) und ¢(0) ein vollstdndiges System ein.
Wegen den Eigenschaften von ¢(z) geniigt es, sich auf Einteilchenzustinde
zu beschrianken. Ein solches System von Zustdnden mit scharfem Impuls p ist
gegeben durch |pn), wobei n alle weiteren nétigen Quantenzahlen meint und
p?> = m2 > 0 gilt. Die Normierung sei so gewihlt, dass die Poincaregruppe
unitar auf diesen Zustanden dargestellt ist:

('n' pn) = (27)° 2192 6nn’63(ﬁ -5, p2>0

1:2/

32pn [pn) (pn|

Damit ist
d3p
2/7(2@3%0“0 Q)| pn) (pn [$(0)] 0) = (0 [$(0) [ pn) (pn |Q(1)] 0)) =
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. d3p 5
= i 3 [ G f o
((0 | Jo(x) | pn) (pn | $(0) ] 0) = (0 |#(0) | pn) (pn | Jo(x) ] 0))

Wir verwenden nun Jy(z) = e?%.J;(0)e~?*. Weiter ist

lim / Bz e = §3(p)
v

V—oo
. 3 3 +igE 1
:>Vlgr;o/vdx/dpf(ﬁ)e = lim f(7)
und somit
1
— i S —
" |mlg0 ; (2m)32p0

(e ™ (0 [ Jo(x) | pn) (pn [#(0) | 0) — €5 (0 [$(0) | pn) (pn | Jo(x) | 0))
Da n zeitunabhéngig und # 0 war, muss es einen Zustand |pn) geben mit

lim p? =0, dh.m, =0
|p]—0

lim — (0| Jo(x) | pn) (pn |$(0)] 0) # 0

[p1—=0 pp

Diesen Zustand nennt man Goldstone-Teilchen.

5.3 Brechung von Symmetrien in der QCD

Im Folgenden wollen wir uns mit der starken Wechselwirkung beschéftigen.
Die Lagrangedichte der QCD ist gegeben durch

Ny
Locp = Z Yr(x) (V"0 — qALu(z) — my) Yr(x) + Gluonterme
k=1

wobei Ny die Zahl der betrachteten Flavors ist. Die Massenmatrix wurde
bereits diagonalisiert. In der Weyl-Basis sind die links- und rechtshandigen

Felder gegeben durch
o) = ( f(ox) >

Unle) = ( e )
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mit (x) = Y (x) + Yr(z). Wir verwenden die bereits frither eingefiihrten
Bezeichnungen (siehe das Kapitel Spinoren und die Diracgleichung) und schreiben
in der Weyl-Basis

Ny

Loop = Y {&H (@) 6" (10, — aAu(@)) &(@) + nf () 0" (i, — g Au(x)) () +

- (77;?(1‘)&(9?) + 5:(@%@)) my } + Gluonterme

Wir beschrénken uns nun auf die Flavor up und down (N; = 2). Dann ist
anndhernd m,, = my =: m und Lgcp ist invariant unter ¢;(x) — g;; ¥;(x)
mit g € U(Nf) = SU(Nf) ®U(1).

Da typische Hadronmassen um 2 bis drei Grossenordnungen iiber den
Stromquarkmassen der leichten Quarks up und down liegen, liegt es nahe,
die Massenterme in der Lagrangedichte der QCD zu vernachlissigen und sie
spater z.B. storungstheoretisch zu behandeln. Dann ist Lycp invariant unter

§i(x) — i §()
ni(x) — gi;ni(x)

mit g®¢g' € (SU(2),@U (1))@ (SU(2)r®U(1)g). Links- und rechtshindige
Felder konnen also unabhangig voneinander transformiert werden. Diese
Symmetrie wird aber auf dem Fockraum nicht realisiert sein, wie das Exper-
iment durch das Fehlen entsprechend entarteter Zustinde nahelegt. Sei

qg = BL)\, BLGSU(Q)L, )\EU(l)L
gl = BR)\I, BRESU(Q)R, )\IGU(l)R

Die chiralen Transformationen bestehen aus der Untergruppe mit B =
Br =1, X = \7!, d.h. in der Weyl-Basis ist

s = (5 ) =e

(1 0 g
’Ys—(o _1>, A=e
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Man nimmt an, dass diese Symmetrie in der QCD gebrochen ist (z.B. durch
Instantoneffekte). Dies kann man durch spontane Symmetriebrechung erre-
ichen, oder aber in einer effektiven Theorie mit einem Hamiltonoperator, der
diese Symmetrie explizit bricht.

Betrachten wir nun die chirale Flavorsymmetrie SU(2), ® SU(2)g. Wir
werden im Folgenden annehmen, dass diese Symmetrie spontan auf die di-
agonale Untergruppe SU(2) heruntergebrochen wird. Dazu definieren wir
Operatoren

G = [dwet @)
Gn = [ don*@in()

U = exp(%(a_i@L-Fa?zQﬁR))

wobei £(x), n(z) jetzt Feldoperatoren sind und U eine Darstellung von SU(2),®
SU(2)g liefert. & sind die Paulimatrizen. Es gilt:

GG+ i@ = o+ i@+ ) + (@ - an) (@ - G

Wir nehmen nun an, dass die Symmetrie spontan so gebrochen ist, dass
das Vakuum nur noch invariant ist, falls @; = dg, d.h. falls sich links-
und rechtshindige Felder gleich transformieren. Das Vakuum sei also nur
invariant unter der diagonalen Untergruppe SU(2) C SU(2);, ® SU(2)g, d.h.

exp( (i + i) (G + Ge) 0) = [0

eXP(z(JL —@r)(Qr — Qr))10) # |0)

Man beachte dabei, dass die Operatoren

exp(i(di +dr) (@1, + Qr))

eine Darstellung der SU(2)-Gruppe bilden, wihrend die Operatoren

— —

exp(g@ —dp) (@1 — @)
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iiberhaupt keine Gruppe bilden. Wir definieren nun die achsiale Ladung
durch

Gr=Gr—Gn= [ @2 ¥ (2):59()

Die Symmetriebrechung lasst sich also ausdriicken durch

G40y #0

Sei weiter )
Jh (1) = U(2)7,750" ¥ ()

der achsiale Strom, so dass Q% = [ d*z J% ;(x). Da wir Massenterme in Loep
vernachldssigen, ist dieser Strom ein erhaltener Notherstrom mit 0% .J fl’ W) =
0.

5.4 Pionen als Goldstoneteilchen, PCAC

Wie oben gezeigt, existieren nun 3 Goldstoneteilchen zu dieser spontan ge-
brochenen Symmetrie. Praktischerweise geht man nun auf spharische Kom-
ponenten ¢, m = +, —, 0 iiber. Wir beschrianken uns im Folgenden auf ein
festes m und lassen m weg.

Das entsprechende Goldstoneteilchen (mit scharfem Impuls p) sei mit
|A, p) bezeichnet. Betrachten wir zunichst das Matrixelement (0 | J4,,(0) | A, p).
Wie wir sehen werden, ist fiir den Spin s eine mogliche Wahl s = 0, auf die
wir uns ab jetzt beschranken. Um die Lorentzstruktur dieses Matrixelements
zu erhalten, beachten wir, dass dann gilt:

Ur|A,p) = |A,Ap)
U U (0) U = S(A™H(0)

= UrJa,(0)U" = (A7) T4,(0)
(Ahy = Ay,

Damit erhalten wir

(0 [J4u(0)] A,p) = (0 |UTUJa(0)U'U| Ap) =
A% (0 [ Ja,(0) ] A, Ap)
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Man beachte, dass dabei die Unitaritat von U, und somit die Normierung
von |A, p) eingeht. Multipliziert man von links mit p* und summiert, so folgt

P (0 [ Jau(0)[ A,p) = A7p* (0 [Jap(0)| A, Ap)

Setzt man
P {0 [ Jau(0) | A, p) =: f(p)

so folgt also

f(Ap) = f(p) = f(p) = 9(p*) = g(m%) = const

Der einzige Vierervektor, dessen Skalarprodukt mit p* nur noch eine Funktion
von my ist, ist p, (bis auf einen konstanten Vorfaktor). Also ist

(01 Jau(0)] A,p) = c(ma) pu

Ferner sieht man daran, dass |A, p) ein Teilchen mit negativer Paritit sein
muss. Da es insgesamt 3 dieser Teilchen mit verschiedenen Isospinkompo-
nenten k geben muss, identifiziert man |A, p) experimentell mit den Pionen.

Wir definieren nun einen Feldoperator a™(p) durch

|A, p) =: a™(p) |0)

Sei a(p) der dazu adjungierte Operator. Aus der Normierung von |4, p) geht
hervor, dass

[a(p), a™ (p)] = (27)* 2" 0° (' — )
Den zugehorigen Feldoperator im Ortsraum definieren wir durch
d3p —ipxT + pT
9(0) = | G (017

Damit haben wir

(0]6(0) | A,p>=/(27f;7f2ko (0 |a(k)a* ()] 0) =1

Aus dem Goldstone-Theorem oben folgt damit, dass

lim — (0 Tao(0)| A,p) (A p [6(0)] 0) = e(ma) #0

-0 po
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Experimentell identifiziert man ¢(m ) mit der schwachen Pion-Zerfallskonstante,
wobei allerdings £ = 1, 2 zu nehmen ist, da nur fiir die geladenen Pionen diese
Zahl experimentell bekannt ist. Auf eine genauere Betrachtung des Isospins
soll hier aber nicht eingegangen werden.

Aus der Translationsinvarianz

Jau(r) = eipIJA,#(O)e’im
= (0 [Jap(x)| A,p) = (0] Jau(0)] A,p)

und der Stromerhaltung 0*J, ,(z) = 0 folgt
0=0"(0 | Jau(x)| Ap) = —im}c(ma)

und wegen ¢(my4) # 0 haben wir somit m4 = 0. Das Goldstoneboson ist also
masselos wie erwartet. Da jedoch die Pionen eine (wenn auch kleine) Masse
besitzen, ist unser Schema hier nur als Naherung zu verstehen, das nur im
Limes verschwindender Quarkmassenterme in Locp gilt.

Fiir nichtverschwindende Quarkmassenterme ist also nun my4 = m, > 0
und 0J4 ,(z) # 0. Wegen (0 |#(0)| A,p) = 1 und der Translationsinvari-
anz konnen wir schreiben

0" (0 | Jau(@) | m,p) = —img c(mz) (0 | d(z)| 7,p)

Das Experiment legt nun die Annahme nahe, dass man allgemein in Matrix-
elementen zwischen den leichtesten hadronischen Zustanden

0" Jau(@) = —imze(mz)b(x)

als Naherung schreiben darf (PCAC, partially conserved azial-vector cur-
rent). Praktisch bedeutet das, dass man annimmt, dass fiir Impulsiibertrige
|¢?| < m2 Matrixelemente von 9*.J4 ,(z) dominiert werden durch einen Pio-
npol der Form 1/(¢g* — m?2).
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6 Vielteilchenwellenfunktionen

Ausgearbeitet von Claus Miinz

Zur Beschreibung eines Einteilchenzustandes mit Masse m und positiver
Energie geniigt, wie wir in Abschnitt 1.7 sahen, die Angabe einer Funktion

£ H — C?
wobei HZ die positive bzw. negative Massenschale angibt
H: = {pc R* p*=m? sign(py) = +1}

Zur Beschreibung von k unterscheidbaren Teilchen benotigen wir Funktionen
auf dem k-fachen Tensorprodukt dieser Raume

£1®..086: QpHT - ®,C?

Anmerkung: Bei mehreren ununterscheidbaren Fermionen muss die Wellen-
funktion dem Pauli-Prinzip geniigen. Der Mehrteilchenhilbertraum ist dann
durch die dussere Algebra oder den Fockraum AH;! von H;" gegeben. Es ist

AHE =3 A"H?

n=0

wobei
A"H C ®,H,"

als Teilmenge des n-fachen Tensorraumes von H die schiefen Tensoren be-
zeichnet, d.h.

ENLNE = Z sign (0) &) ® ... @ &o(n)
ogeSn

Bei Bosonen werden analog nur Wellenfunktionen aus dem symmetrischen
Teil des Tensorraumes verwendet.

Sei nun g ein Element der Lorentzgruppe und A = p(g) die entsprechende
Transformationsmatrix fiir Vierervektoren, so ist die Darstellung D(g) von g
im k-fachen Tensorraum gegeben durch

D(9) (&1(p1) @ .. ® &(pw)) =9 &(A'p1) @ ... @ g & (A "py)
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Das Skalarprodukt ist dann analog zum Einteilchenfall folgendermassen de-
finiert:

<E®.RLEH®..Q&L> = / n “(p1)a(p1)&(pr)---
d3
/ D (k)0 (p) & (pr)
pk

Wir verwenden im folgenden die bra-ket Schreibweise: | > gibt dabei den
Vektor aus dem jeweiligen Tensorraum an, < | den hermitesch-adjungierten
Vektor und < | > ist das oben definierte Skalarprodukt.

6.1 Zweiteilchenwellenfunktionen

Wir setzen die Wellenfunktion fiir einen Zweiteilchenzustand mit Gesamtim-
puls P = 0, Schwerpunktsenergie M > 2m und relativem Bahndrehimpuls-
zustand [m folgendermassen an:

Y(Meg, &, &, lm) (p1,p2) = 5(4)(]\/[60—2?1—2?2)
U(pl)l/Qfl & 0(1?2)1/252 Yim (1)-

Hierbei sind &; und &; feste, d.h. vom Impuls p unabhangige Zweierspinoren
und definieren den Spinzustand der beiden Teilchens in ihrem jeweiligen Ruh-
esystem, p; ist der auf 1 normierte raumliche Vektor p;. Das Wurzelziehen
der Matrix o(p) ist fiir p2 = m? > 0 erlaubt, da diese positiv-definit ist.

Die Transformation eines Systems mit Ruhemasse M in einen Zustand mit
Gesamtimpuls P wird durch folgende Matrix bewirkt:

P 1/2
gp =0 (M) )
wobei
P? = M?

Es gilt also mit Ap := p(gp) fiir die Transformation des Viererimpulsvektors:

Ap(Meg) = P,
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1/2
damit ist o (%) / ein Boost.
Die Wurzel einer beliebigen Matrix o(p) kann man explizit angeben:

1 o 2y1/2)
2(p0+(p2)1/2( (p) + (p°) )

a(p)'? =

Dies sieht man folgendermassen: Fiir k? = m? gilt:
m? + o(k)? = M? + ((k°)? + k) — 2k°3(k) = 2k°0 (k)

Definiere nun
o(p) =o(k)® = o(p)'/* =o(k)

Koeffizientenvergleich liefert dann:
pO — 2(k0)2 - m?

Ausserdem ist
p? =deto(p) = det o(k)? = m*

und damit
o _ [P+ @)
2

Der Beweis folgt durch Einsetzen von £°, m? und o (k) in die Gleichung fiir

o(k)?.

—

Anmerkung: Man kann die Matrix gp auch in der folgenden Form darstellen
P
5)

gp = exp(up—
|P|

wobei
up = arctanh|V| ; coshup = vyp

Die Darstellung 7,, von gp im Raum der Bispinoren lasst sich schreiben

als
Ty, E(p) = gp A E(p)
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wobei A* hier ein Operator im Raum der Bispinoren ist, der das Argument
der Funktion mit A transformiert:

A*¢(z) = E(A(z)).

Fiir die Wellenfunktionen mit Gesamtviererimpuls P erhélt man schliesslich
explizit:

w(Pa 617527lm)(p17p2) - (Tgpw(MemglagZa lm)) (p17p2)
= 5(4)(P —p1—D2) Yim <A1/_>1\pl>

gp o(Ap'p1)%6 ® gp a(Ap'pe) /2.

Betrachte nun das Verhalten dieser Wellenfunktionen unter beliebigen
Lorentztransformationen g. Es ist zu zeigen, dass sich die Funktionen richtig
transformieren.

Es ist
Tg =y ® g A—l*
und p p
Ty, = 01/2(M) ® 01/2(M) Apt
Hintereinanderschalten der *-Abbildung liefert:

A A = (olo) alo D)

= p (9 0(%)) N

und gewahrleistet somit die Darstellungseigenschaft.

Das Produkt der beiden Matrizen € SL(C?) lésst sich in eine hermitesche,
positiv definite Matrix h und eine Matrix u € SU(2), d.h. in einen Boost
und eine Drehung zerlegen:

P
ga(ﬂ)l/2 =g = hu
mit
h = (g/g/+)1/2
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und einer im allgemeinen von P und g abhéngigen Matrix
u(P,g) =h""qg

Fiir h erhdlt man in unserem Fall:

M M

h = (gaé)”%(ﬂ)l/%) e (10 D35) " = o (a D)

Man erhalt schliesslich:

P P —1x —1x
TyoTy, =g CT(M)U2 ®g U(M)l/2 AT AR
= TO’(A %)1/2 OTu
= TgAP OTU

Wir untersuchen jetzt die Wirkung von T, auf die Wellenfunktion.

wiederum p(u) =: A,. Wegen

A;l* (g(p)1/2) _ U(Aglp)lﬂ _ (uflo_(p)ufl*)lﬂ
= (uFo(p)u)'? = (uto(p)*u)

erhalt man

(Tup(Meg, &1, &, 1m)) (p1, p2) =

= (M e —A'pr —Ay'po) u ® uw AL
Vi (B1) o(p1)' 26 ® o(pa)'/?&

= 0W(Au M eg—p1 =) Yim(A,'p1)
o(p)'? u & @ o(p)'? u &

= (M eo — p1 — p2) Yiw (B1) Dhrr, (0)
o(p) P u&® o(p)'? u

= p(Meo, u&y, ués, Im)(p1,p2) Dby (1)

Sei

wobei D!(u) die Transformationsmatrizen fiir einen Tensor I-ter Stufe bei der
u entsprechenden Drehung sind. Die gesamte Lorentztransformation g ergibt

sich somit zu

Top(P, &1, &,lm) = Tap o Ty (Meo, &,&,1Im)
¢(AP7 uglaug%lml) Dfn’m(u)a
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Es zeigt sich also, dass sich der Gesamtimpuls mit A , die Spinoren mit u

und der Bahndrehimpuls mit D'(u) transformiert, die Funktionen verhalten
sich also korrekt unter Lorentztransformationen.
Die Vollstiandigkeit des Basissystems im Spinorraum ist klar, im Impulsraum
ergeben die urspriinglich sechs freien Parameter der beiden Teilchen die vier
Gesamtimpulskoordinaten und den Richtungsvektor zwischen den beiden
Teilchen, fiir den die Kugelflachenfunktionen eine vollstandige Basis bilden.
Betrachten wir nun das Skalarprodukt zweier Zweiteilchenwellenfunktionen
und zeigen ihre Orthogonalitét:

< (P, €, €, 1m'), (P, £, &0, Im) >=
d? 3
= / pl/ wfj w*(P,,fi,fé,llm,) (php2)

wpl
a-(pl) ® a-(p2) w(Pa 61,62,lm) (plap2)
3 3
= 5(4)(P_P,)/%dp2 5(4)(]3_1?1 — pa2)

wpl wpl

Vit (A5 P1) Vi (A5 1)
- U(A,jlpl)”?g; 5(p1) gp o(Ap'p)? & ®
b a(Ap'pe)Pgb 5(p2) gp o(M5'p2)'? &
Benutzt man
gt 5(p1) gp =& (A5 (1))
und die Beziehung

52 (p)o'?(p) =m ,

so folgt mit Variablensubstitution Ap'p; — p} und ”Verschieben” der 6-
Funktion wegen der Invarianz des Volumenelementes:

< PP &L &, Im"), P(P, &1, &, Im) >=
3 3
= 5P =P [P 50 (e —p, )

wl’l wl)z
Vi (1) Yim(P1) € Tm2€, €7 m?E,
= WP = P') 6y S &€ €76, m?
pidp,
wy,

(M — 2wy,)
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= ( )(P P) 6ll’ mm/ 51 51 é+€2 m4

p1dp1 ( M? 2)
o

= 5(4)(P_‘DI) O O’ 1 51 é+§2 m*

vV M? — 4m?
2M

Damit lauten die normierten Zweiteilchenwellenfunktionen:

1
¢(P,§1,52,lm)(p1,p2) = m5(4)(13—p1 —p2) gr & gp

AR (0(p) %61 ® 0 (p2) /262 Yim () -
mit dem Zweiteilchennormierungsfaktor

M? — 4m?

N2 — 4
2y =M oM
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6.2 S-Matrixelemente ohne Spinwechselwirkung

Betrachte die Matrixelemente des g—Operators zwischen den oben definierten
Zweiteilchenwellenfunktionen. Es ist:

< P(P, &, &, I'm")|SY(P, &1, €, lm) > = §D(P —P') 6y S
el ehtey si(M)

Da S unitér ist, gilt: ‘
si(M) = 01 (M)

mit einer rellen Streuphase 6;(M). Da das Problem lorentz- und damit auch
drehinvariant ist, kann die Streuphase nur von 1 und dem Lorentzskalar M
abhangen. Eine Spinabhéngigkeit des Matrixelements nehmen wir vorerst
nicht an.

Die Wirkung des Streuoperators S auf eine beliebige Funktion ¥ eines Sys-
tems aus zwei Teilchen mit Gesamtmasse M > 2m, wobei m die Einteilchen-
ruhemasse ist, lasst sich dann mit Hilfe der oben genannten Basis

(P, &, &, Im) fiir die Zweiteilchenwellenfunktionen folgendermassen schrei-
ben:

S|w >= /d4P S €O (P, 6, Im) >< (P&, &, Im)|T >
Im &1 &

Sei nun ¥(pq, py) ein beliebiger Zweiteilchenzustand. Dann ist

~

(S‘I’)(plapz /d4P Z <p1,p2|w(P 51a§2alm) > GZJI(MZ)

Im &1 &
/d

d3
p2 N
/ / A p17p27p17p2) \Ij(plap2)

&2, lm) |p17p2 >< p1ap2|qj >

Im folgenden wollen wir die Amplitude A néher bestimmen. Einsetzen der
Zweiteilchenbasiswellenfunktionen liefert:

A(p1,pa, P, ph) = N2 /d4P S WP —pi —pa) S(P - py - ph)
Im &1 &2
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AI_’l* {gpr 01/2(,’01) & ® 9P01/2(p2) & -
&' P(p) gp © & ' (p2) gp Yim(D1) Vi () }
5(p) ® G(py) €M)

Die beiden letzten g-Matrizen stammen aus dem Skalarprodukt im betrach-
teten Bispinorraum. Nun ist

. . - 21+ 1 P
Y. & & =id und ) Yy (P1) Yim(ph) = e Py (cos(p1, b))
&i m

Der Kosinus cos(p1, pi’) des Winkels zwischen den rdumlichen Vektoren pj
und p;’ lisst sich durch die lorentzinvarianten Mandelstamvariablen

s=(pi+p2)?und t=(p; —p})?

ausdriicken. Beachte dabei, dass im Schwerpunktsystem alle O-Komponenten

der Einteilchenimpulse gleich einer festen Energie E sind und p; = —p5.
Damit folgt:

s =2m? + 2F?
t =2m? — 2E% + 2pipy’ = 4m? — s — 2pipy’
-2
pit=p =B —m’ = s — o’
2t
= PP ) =1+ —o
cos(p1, 1) T a2

Definieren wir nun die invariante Streuamplitude

2A+1 2t
A(s,t)y =Y 201 gint) <1 n 7>

4w s — 4m?
so erhalten wir fiir die Amplitude A in der Gleichung fiir die S-Matrix:

1 1k
N A(s,t) 69 (py + po — p} — ph) AP
(2)

(gp o2 (p)a 2 (D)) gp ® gpat/*(py) o2 (ph) glﬁ)
F(ph) @ G(ph) €M)

A(p17p27p,17p,2) =
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Unter Verwendung der Zerlegung in eine hermitesche und eine unitare Matrix
wie im letzten Abschnitt lasst sich dies noch vereinfachen:

1
A(pr,p2, P, p5) = N A(s,t) 6 (p1 + p2 — ) — ph)
@)
o'2(p1) u(pr, P) u(py, P)* o'2(p}) @
o'?(p2) u(pz, P) u(ph, P)* o'/ (ph)

5(p)) © G(ph) e

Hierbei sind u(p;, P) die von den beiden Impulsen P und p; abhingigen
unitaren Matrizen.
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6.3 Dreiteilchenzustande

Wir wihlen zunéchst einen Ansatz fiir die Dreiteilchenfunktion, bei dem das
erste Teilchen im Vergleich zu den beiden anderen einen wohlbestimmten
Relativimpuls k besitzt. Die Konstruktion ist dergestalt, dass sie zur itera-
tiven Erzeugung von n-Teilchen-Wellenfunktionen verwendet werden kann.
Betrachte zunachst noch einmal die Zweiteilchenwellenfuktion:

1
¢(P,§1,52,lm)(p1,p2) = %6(4)(]3—171 —p2) gr ® gp

plgr) (U(pl)mfl ® o(p2)'/E, Yim(ﬁ))
=: W(P; §1,&a,Im) (p1, p2) 5(4)(P — p1 — D2)

die gestrichene Funktion enthilt also nicht mehr die §-Funktion. Fiir die
Dreiteilchenfunktion im Ruhesystem setzen wir an:

by (Meyeo, k, &1, &0, &,Im) = 60 (Mz) eg — p1 — p2 — p3)
&) (k — p3 — p3)
0(?1)1/2 & oplge)™ g @ i
w,(M(Q)eoafhfmlm)(p2,p3)

Dabei ist &k = (kU,E) ein Viererimpuls, dessen riumliche Komponente k°
durch die raumliche Komponente k und die invariante Masse M3y des Sys-
tems aus Teilchen 2 und 3 iiber k? = M(22) festgelegt ist. Die invariante Masse
M) wiederum liegt iiber die Beziehung

\/E2+m2+\/E2+M(22) = Mg ,

fest, was der O-Komponente des Impulsvektors des Dreiteilchensystems in
seinem Ruhesystem entspricht.

Ein Dreiteilchenzustand mit beliebigem Viererimpuls P lasst sich dann
wie iiblich bilden:

w(?))(Pa Ea 61,52,53,”71) = TgP w(?))(M(?))eOalza 61,52,53,”71)
mit
Too =9r® gp® gp Ap'™
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Die Norm dieser Zustande ist dann gleich:
< (P, K Ei,fé,ié,,l’m’)W(a)(P, k.61, G, 63,1m) >=

a3 is
H/ b —p1—p2—p3) 5(4)(P—p1—p2—p3)

Wh;
AR (8P (K = py — 1) & o (1) Pgp ™)
Tpr T 0" (M{yye0, &1, &, I'm") (p2, p3)) -
G(p1) ® G(pa) ® (p3) -
A (6P (B = p3 — p3) gp o(p1)? &)
Tp Ty, V' (Mgyeq, &1, &2, Im) (2, 3))

Nach Auswerten der Viererdeltafunktion fiilhrt man eine Variablensubstitu-
tion \p'p; — pi durch und erhélt wegen p1 = p2 — p3 und M = p| +k
dhnlich wie im Zweiteilchenfall (Integrationsvariable im folgenden wieder
ungestrichen):

< Py (P K€, €0, &6, I'm") [Wa) (P, k, €1, €2, &3, Im) >=
5<4>(p' — P) 5<3>(/€f —k)ym?*&ty
H / P15+ 1) (k  pa — o)

Tm( eo,&,ﬁz,l’ )(p2,p3) d(p(k) 'p2) © F(p(k) 'ps)
Ty (M 60a§1a§2;lm)(p2ap3)

Man integriert iiber py, fiihrt wiederum eine Variablensubstitution A} 'p; — p}
durch und erhélt analog dem Zweiteilchenmatrixelement:

< w(?;) (Pla Elafiagéafga l,m,)|w(3)(Pa Ea 51,52,53,”71) > =
L 1
5P~ P) a0 (F By me T -

d?’pz . -
H / — D2 —p3) Y (D2) Yim(D2)

Wpl
m6 nglJrgz 6ll’ 6mm’
i

-

= 5< )(P’ — P) 5<3>(/5f —k

i p%dp2 5(1

or J g 0 M = 2
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— 6(4)(P' — P) 6(3)(116-; - E) H§£+§i6ll’ 6mm’

Wi 2M(2)

Die normierten Dreiteilchenwellenfunktionen lauten somit im Ruhesystem:
¢(3) (M(g)eo, Ea 617 627 637 lm) =

]_ 7 — —
N—5(4)(M(3) € — D1 — P2 — p3) 5(3)(k —p2— ps)
3)

U(pl)l/Q gl * Algl* gk X Jk ¢I(M(2)607€17€27lm)(p27p3)

mit dem Normierungsfaktor:

2 2
N2, — ﬁﬁ M — 22 N2
() Wi QM(Q) Wi )

6.4 Crossing-Symmetrie

Eine dussere Linie im Feynman-Diagramm kann (ohne Anderung der Pfeil-
richtung) als Teilchen im Anfangs- oder als Antiteilchen im Endzustand inter-
pretiert werden. Der Ubergang von Teilchen zu Antiteilchen &ndert sich die
Bedeutung des einer Linie zugeordneten Viererimpulses (Spinvariable wur-
den hier noch nicht beriicksichtigt), er entspricht dem Ubergang z.B. von
einem Kanal

a+b—c+d

zu einem Crossing-Kanal, z.B.

a+d—c+b
oder B
a+c—b+d

Die iibrigen moglichen Kanéle gehen durch Vertauschen des gesamten An-
fangs- und Endzustandes auseinander hervor und werden nicht unterschieden.
Betrachte z.B. die elastische Streuung von Teilchen 1 und 2

1+42—=>1+2
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Die Mandelstamvariablen fiir den Teilchenprozess sind dann
Sqq = (pl +p2)2
tgg = (p1 —p'1)2
Ugg = (P1 — )’

Ein Vertauschen p; <+ —p}, beschreibt den Prozess 2'+2 — 1’41 der Streuung
eines Teilchens an einem Antiteilchen mit den neuen Mandelstamvariablen:

Sqq = lqq

tgg = Sqq»

d.h. in der invarianten Amplitude werden s und t vertauscht:
Ag'q2%1 1(517117 tlilI) = A;gﬂl ? (ttiqa 51711)

Hierbei ist allerdings zu beachten, dass die Argumente in der Antiteilchen-
streuamplitude nicht aus einem physikalisch erlaubten Bereich stammen. Um
die Streuung reeller (Anti-) Teilchen zu beschreiben, muss man die Analyzitét
der Streuamplituden fordern (wie sie z.B. bei Berechnung iiber Feynmandia-
gramme gegeben ist) und die Teilchenstreuamplitude in der s,t-Ebene ana-
lytisch fortsetzen.

Bei Vertauschen von Teilchen 1 und 1°, d.h. p; <> —pl, driickt man die in-
variante Amplitude zweckmassigerweise durch s und u aus, denn dann gehen
diese Variablen ineinander iiber.

Aé:f_)l? (Stiq’ Utiq) = A;g_)l ? (Utiqa Stiq)
Anmerkung: Die hier geschilderte Crossing-Symmetrie geht iiber die CPT-

Invarianz hinaus, bei der der gesamte Anfangs- und Endzustand vertauscht
wird.
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7 Unitare Darstellungen der Poincarégruppe
Ausgearbeitet von Uli Bohn

Im folgenden sollen unitire Darstellungen fiir die doppelte Uberlagerungs—
gruppe der Poincarégruppe P = SL(2,C) ® R* konstruiert werden. P ist
definiert mit dem semidirekten Produkt

(g1,01)(92, a2) = (G192, a1 + p(g1)az), g; € SL(2,C), a; € R".

Diese Darstellungen lassen sich charakterisieren durch Masse m und Spin J.

7.1 Darstellungen mit Masse m
Sei H der Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen auf SL(2, C)
H={y:S5L(2,C) = C, [[¢[| <oo}
mit dem Skalarprodukt
W, v') = [ dg v(9) ¥'(9).

dg ist das linksinvariante Haarsche Mass auf SL(2, C), das invariant ist unter
den Linkstranslationen

[ do v*(9) v'(g) = [ dg v (hg) ¥/(hg), € SL(2,0)

und bis auf einen konstanten Faktor eindeutig ist.

Auf H ist dann durch

—imtr(a'T5(a)g’ _
(T ¥)(g) = e~ 5@ @5) (g1 1)

mit (g,a) € P,¢g" € SL(2,C) eine Darstellung von P definiert, d.h.
(Tig1.a1) Tig2,02)¥)(9) = (Tlg102, a1-+0(91)02)¥) (9)-

Abgesehen von dem Exponentialfaktor entspricht dies einer Linkstrans-
lation der Funktion ).
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Fiir die Generatoren der Translationen

P;ﬂb(g) = 'i(T(l,a)w)(g)

=1
oa*

a=0

erhilt man Eigenwerte

Py (g) = pu (9) = m (p(g™"))%%,

mit p? = p,p* = m?. T ist eine unitire Darstellung von P, sie ist jedoch nicht
irreduzibel. Zur weiteren Ausreduktion dieser Darstellung benutzt man nun
die folgende Tatsache.

Die Gruppe SU(2) operiert ebenfalls auf dem Hilbertraum # durch die
Rechtstranslation

(Tuv)(9) = v(gu), ue SU(2).
Da T, ) im wesentlichen eine Linkstranslation ist, kommutieren die beiden
Operationen

[Tua T(g,a)] w = 0;
und damit kommutiert T, ,y auch mit den Generatoren von SU(2)
d
(Ji)(9) = =i (Tuw¥)(g)|_,, 1=1,2,3

dt
wobei
w(t) = exp(—itoy/2).

Also zerfallt der Hilbertraum H in die direkte Summe

HZGB%JM
JM

Die Unterrdume H jjs sind invariant unter T(, ,) und liefern unitare Darstel-
lungen von T{,,). Man kann zeigen:

e Die Darstellungen auf H ;s sind irreduzibel

e Die Darstellungen fiir (J,M) und (J’,M’) sind unitér dqivalent fiir .J =
J' und M, M’ beliebig, sie sind indquivalent fiir J # .J'.

Bis auf Aquivalenz sind die Darstellungen also eindeutg charakterisiert durch
den Gesamtdrehimpuls J und die Masse m.
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7.2 Darstellungen zu Masse m = 0

Nun werden Darstellungen zu Masse m = 0 und Helizitat k konstruiert.
Betrachte hierzu den Hilberraum H° aller quadratintegrablen Funktionen
auf C?

H ={y:C* = C, [[¢y[| < oo}

wobei das Skalarprodukt definiert ist durch
W,0') = [d'z67(2) v'(2).

Fiir 2 = (uy + ivy, ug + 1v3) € C?ist d*z = duy duy dv; dv,. Eine Darstellung
von P auf H° ist gegeben durch

(T ) (2) = e 317@2 (g~ 12),

die wiederum unitér jedoch nicht irreduzibel ist. Bevor diese Darstellung auf
H° ausreduziert wird, soll zunichst

berechnet werden.

Einem Element (21,2) € C? lisst sich ein Vektor Z¥ € R* wie folgt
zuordnen. Definiere die hermitesche 2 x 2 Matrix

7 = 22t

Einen Vierervektor Z* erhilt man dann durch

1 1
Zh = itr(a#Z) = §zfaﬂz,

der wegen Z? = detZ = 0 lichtartig ist. Die oben angegebene Darstellung
lasst sich daher schreiben

(Tlg.ay¥)(2) = €% (g™ "2),

also

Pup(z) = Z2,4(z)

71



mit Z2 = p? = 0. Das heisst, diese Darstellung beschreibt masselose Teilchen.

Zur weiteren Ausreduktion des Hilbertraumes H° betrachte die folgende
Operation von U(1) auf H°

(Ty)(2) = d(zy), y € U),
Diese Darstellung ist unitar, und es gilt
[Ty, T(g,a)] Y =0

Die irreduziblen Darstellungen von U(1) sind eindimensional und von der
Form
pry—y* keZz

HO zerfallt in die direkte Summe
H = D H,
k
wobei fiir 1) € Hy mit y(t) = e~ gilt

() () = i 3 (T )(2) =k 6(2)

also
(T,¥)(2) = y* ¥(2).
Dabei entspricht k/2 der Helizitdt der masselosen Teilchen.
Fiir £ = —1 (Helizitat —1/2) ist

§a) = [dizp(z) e b0
mit 1 (zy) = y~'¢(z) Losung der Weyl-Gleichung
io*0,&(x) =0
Zum Beweis betrachte man fiir beliebige z; € C2,i = 1,2, 3, 4 die Identitiit

zIa#zg z;,a“z4 = €21, 23)" €(22, 24),
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wobei
e(v,w) = wew, v,w e C?

antisymmetrisch in den Argumenten ist. Wendet man 09, auf {(z) an und
multipliziert von links mit 1, so erhiilt man im Integranden den Ausdruck

n'ouz otz = e(n, 2)* e(z,2) = 0.

Da dies fiir beliebiges nT € C? gilt, 16st £(x) die Weyl-Gleichung.

Fiir £ = 1 (Helizitét 1/2) erhilt man

(@) = [ d'z (e ext bl
mit ¢(zy) = yip(z) als Losung der Weyl-Gleichung
i540,€(x) = 0.
Analog lassen sich Felder zu k& = 2 konstruieren
FH(z) = /d4ze(a“z,cr”z)z/;(z)eiézf”(‘”)z
mit ¢ (zy) = y 2¢(z). Diese Felder sind Losungen zu
o, F* = 0.

Wegen

1
56’“’M e(0"z,0"2) = e(o"2,0" 2)

folgt

. 1
FHv — Eeﬂ"mwA = — M,

Das heisst, F erfiillt die Maxwell Gleichungen.

73



