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Abstrat

Die hier vorliegende Sammlung entstand aus einer Reihe von Vor-

lesungen, die von Prof.H.R.Petry im Sommer 1991 am Institut f�ur

theoretishe Kernphysik in Bonn gehalten wurden. Die Vorlesungen

wurden von Claus M�unz, Uli Bohn und J�org Resag ausgearbeitet,

wobei dort, wo es f�ur das Verst�andnis hilfreih ist, auh �uber den

reinen Vorlesungssto� hinausgegangen wurde (insbesondere bei dem

Kapitel �uber die Symmetriebrehung in der QCD). Das Kapitel �uber

die zweite Quantisierung wurde aus der Kursvorlesung zur relativis-

tishen Quantenmehanik von H.R.Petry entnommen. Das Kapitel

zur Bethe-Salpeter-Gleihung stammt aus einer Rehnung, die unter

Anleitung von H.R.Petry in Zusammenarbeit mit B.Metsh entstand.
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1 Spinoren und die Diragleihung

Ausgearbeitet von J�org Resag

Zur Notation:

A

�

ist die konjugiert komplexe Matrix

t

A ist die transponierte Matrix

A

+

=

t

A

�

ist die hermitesh adjungierte Matrix

�

 =  

+



0

1.1 Die Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe L ist de�niert als die Gruppe aller Matrizen � : R

4

! R

4

,

die das Lorentz-Skalarprodukt invariant lassen, d.h.

h�x;�yi = hx; yi

wobei das Lorentz-Skalarprodukt de�niert ist durh

hx; yi = x

�

y

�

�

��

= x

0

y

0

� ~x~y

(beahte die Summenkonvention). L ist 4-fah zusammenh�angend. Die Kom-

ponente, die die 1 enth�alt, ist gegeben durh

L

+

= f� 2 L; det � = 1; sign he

0

;�e

0

i = 1 g

Die 4 Zusammenhangskomponenten sind gekennzeihnet durh die folgende

Aufteilung:

Zu jedem � 2 L gibt es Matrizen � 2 L

+

und A 2 f1; P; T; PTg mit

� = A�

Es gilt nun: Zu jeder Lie-Algebra L gibt es eine eindeutige einfah zusam-

menh�angende Gruppe G

0

mit L als Lie-Algebra. Jede weitere Gruppe G mit

dieser Lie-Algebra hat G

0

als

�

Uberlagerungsgruppe, d.h. es gibt einen sur-

jektiven Homomorphismus � : G

0

! G, wobei ker � eine endlihe Gruppe

ist.
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In unserem Fall ist

G = L

+

G

0

= SL(2; C)

Dabei ist SL(2; C) die Gruppe aller komplexen 2�2-Matrizen g mit det g =

1. Sowohl L

+

als auh SL(2; C) sind 6-parametrige Gruppen. Da 1 �

SO(3) � L

+

ist, ist L

+

niht einfah zusammenh�angend, dagegen ist die

�

Uberlagerungsgruppe SL(2; C) einfah zusammenh�angend.

Im folgenden konstruieren wir den (zweideutig) surjektiven Homomor-

phismus

� : SL(2; C) ! L

+

mit ker � = f1;�1g

Sei dazu

H = fA : C

2

! C

2

; A

+

= Ag

H ist ein 4-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Basis lautet

(�

�

) = (1; �

1

; �

2

; �

3

)

wobei die �

i

die gew�ohnlihen Pauli-Matrizen sind.

Sei nun weiter ein Vektorraumisomorphismus � (linear und bijektiv) de�niert

durh

� : R

4

! H

�(x) = x

�

�

�

Als Matrix ausgeshrieben ist

�(x) =

 

x

0

+ x

3

x

1

� ix

2

x

1

+ ix

2

x

0

� x

3

!

Sei g 2 SL(2; C). Betrahte g �(x) g

+

2 H. Da � linear und bijektiv

ist, muss es zu diesem neuen Element von H ein x

0

2 R

4

geben, dass sih

durh eine lineare Abbildung � aus x 2 R

4

ergibt:

g �(x) g

+

= �(�x)
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Diese Gleihung de�niert zu gegebenem g 2 SL(2; C) ein � : R

4

! R

4

.

Es gilt nun

det �(x) = hx; xi

wie man durh direktes Berehnen der Determinante leiht sieht. Also gilt

wegen det g = 1

h�x;�xi = det �(�x) =

= det (g �(x) g

+

) =

= det �(x) =

= hx; xi

Damit ist gezeigt, dass � 2 L ist. Da alle Abbildungen stetig sind und da

1 2 SL(2; C) ist, muss � 2 L

+

sein. Um � noh explizit formal anzugeben,

de�nieren wir f�ur g 2 SL(2; C) die Abbildung

u(g) : H ! H

u(g)A = g A g

+

Dann ist

� = �(g) = �

�1

Æ u(g) Æ �

Zur Veranshaulihung dient das folgende kommutative Diagramm:

x 2 R

4

�! �x 2 R

4

�

� # # �

u(g)

�(x) 2 H �! g �(x) g

+

= �(�x) 2 H

Man rehnet leiht nah, dass � ein Gruppenhomomorphismus ist, d.h. es

gilt

�(g

1

) �(g

2

) = �(g

1

g

2

)

Man kann weiter zeigen, dass � surjektiv ist. Der niht ganz so triviale Beweis

sei hier niht gezeigt. Leiht dagegen sieht man aus der De�nition von � die

Zweideutigkeit

�(g

1

) = �(g

2

) () g

1

= �g

2

d.h. SL(2; C) ist die doppelte

�

Uberlagerungsgruppe von L

+

.
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Beshr�ankt man sih auf r�aumlihe Drehungen, so liefert � die doppelte

�

Uberlagerungsgruppe SU(2) � SL(2; C) zur Drehgruppe 1� SO(3) � L

+

.

Man kann �

�

�

auh explizit aus g berehnen. Dazu benutzt man, dass

gilt

�

�

�

�

= 1 Æ

��

+ (Terme � �

k

)

tr �

�

= 2 Æ

�0

) tr �

�

�

�

= 2 Æ

��

Damit erh�alt man

�

�

�

=

1

2

tr (g�

�

g

+

~�

�

)

mit ~�

�

= �

�

, vergleihe sp�ater.

Beispiele:

� Drehung um die z-Ahse:

g = 1 os

�

2

+ i �

3

sin

�

2

) � =

0

B

B

B

�

1 0 0 0

0 os � sin� 0

0 � sin� os� 0

0 0 0 1

1

C

C

C

A

� Boost in z-Rihtung:

g = 1 osh

�

2

+ �

3

sinh

�

2

) � =

0

B

B

B

�

osh � 0 0 sinh�

0 1 0 0

0 0 1 0

sinh� 0 0 osh �

1

C

C

C

A

1.2 Anwendung auf die Diragleihung

Sei A eine komplexe 2� 2-Matrix und

� =

 

0 �1

1 0

!

4



d.h. �

2

= �1. Wir de�nieren die `lassial adjoint' Matrix

~

A durh

~

A = �

t

A �

�1

Damit gilt

A

~

A =

~

AA = 1 detA und insbesondere

�(x) ~�(x) = ~�(x) �(x) = 1 � hx; xi

Setze nun

(x) =

 

0 �(x)

~�(x) 0

!

wobei (x) eine komplexe 4� 4-Matrix in Blokshreibweise ist. Es gilt

((x))

2

= 1 � hx; xi

Man kann nun (x) analog zu �(x) shreiben als

(x) = x

�



�

= x

�

 

0 �

�

~�

�

0

!

Die Diramatrizen 

�

sind hier in der Weyl-Basis angegeben. Durh einen

Basiswehsel in C

4

kann man hieraus auh die Standarddarstellung erhalten.

Es folgt aus der De�nition von

~

A konsistent zu fr�uher die Beziehung

~�

0

= �

0

= 1

~�

k

= ��

k

~�

�

= �

��

~�

�

= �

�

Die Transformationsgesetze f�ur �; ~� seien hier nohmal zusammengefasst:

�(�x) = g�(x)g

+

~�(�x) = (g

+

)

�1

~�(x)g

�1

�

�

�

�

�

= g�

�

g

+

~�

�

�

�

�

= (g

+

)

�1

~�

�

g

�1

Ferner erh�alt man f�ur den Antikommutator

f

�

; 

�

g = 2 �

��
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Weiter de�nieren wir die komplexe 4� 4-Matrix ĝ durh

ĝ =

 

g 0

0 (g

+

)

�1

!

mit g 2 SL(2; C).

Die Diragleihung:

Sei

 : R

4

! C

4

gegeben. Sei weiter 

�

= �

��



�

. Dann ist die Diragleihung f�ur  gegeben

durh



�

( i�

�

� eA

�

(x) )  (x) = m (x)

mit �

�

= �=�x

�

, der Masse m, der Ladung e und dem elektromagnetishen

4-er-Potential

A : R

4

! R

4

Auf den L�osungen der Diragleihung (Diraspinoren) de�nieren wir nun

eine Darstellung von SL(2; C) durh

(T

g

 )(x) = ĝ  ( �

�1

x )

mit � = �(g). Man rehnet leiht die Darstellungseigenshaft nah:

T

g

1

Æ T

g

2

= T

g

1

Æg

2

Diese Darstellung entspriht der direkten Summe der de�nierenden Darstel-

lung (gegeben durh die Matrizen g 2 SL(2; C)) und der konjugierten Darstel-

lung (gegeben durh die Matrizen (g

+

)

�1

). Durh die Darstellung der

�

Uberlagerungsgruppe SL(2; C) wird eine Strahldarstellung der eigentlihen

Lorentzgruppe L

+

auf den

�

Aquivalenzklassen [ ℄ gegeben. Die

�

Aquivalenzklasse

ist dabei gegeben durh die Menge aller  , die sih nur um eine Phase e

i�

untersheiden.

Die L�osungen der Diragleihung bilden nun einen unter T

g

invarianten

Unterraum aus der Menge aller  (man sagt auh: die Diragleihung ist

relativistish invariant). Das bedeutet:

6



Sei  L�osung der Diragleihung, d.h.



�

( i�

�

� eA

�

(x) )  (x) = m (x)

Dann ist T

g

 wieder eine L�osung der Diragleihung, d.h.



�

�

i�

�

� eA

0

�

(x)

�

(T

g

 )(x) = m (T

g

 )(x)

Dabei ist

A

0

�

(x) = (T

�

A)

�

(x) = �

�

�

A

�

(�

�1

x)

(Dies ist die Darstellung von L

+

auf den Vierervektoren) mit �

�

�

�

�

�

= Æ

�

�

.

Beim Beweis wird man auf die Beziehung

�

�

�



�

= ĝ

�1



�

ĝ

gef�uhrt, die man leiht mit Hilfe der De�nition von � zeigen kann. In

den meisten Texten zur Diragleihung fordert man umgekehrt die Invari-

anz der Diragleihung unter der Transformation von  und erh�alt die obige

Beziehung als Bestimmungsgleihung f�ur ĝ =: S(�).

1.3 Die Parit�atstransformation

Wir wollen nun das Transformationsgesetz f�ur Diraspinoren unter der Pa-

rit�atstransformation P ableiten. Da P 62 L

+

ist, kann man das bisherige

Transformationsgesetz niht anwenden, da es kein g 2 SL(2; C) gibt mit

�(g) = P . Wir fordern also umgekehrt die Invarianz der Diragleihung im

obigen Sinn unter der Transformation

(T

P

 )(x) = S(P ) (Px)

und bestimmen daraus S(P ). Das Transformationsgesetz f�ur A

�

ist f�ur � =

P genau das gleihe wie f�ur � 2 L

+

. Es wird festgelegt durh die Kopplung

der Felder an ihre Quellen in den Maxwellgleihungen. Die Felder A

�

trans-

formieren sih dabei unter allgemeinen Lorentztransformationen genauso wie

der 4-er-Strom j

�

. Wir erhalten daher analog zu vorher die Beziehung

P

�

�



�

= (S(P ))

�1



�

S(P )
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als Bestimmungsgleihung f�ur S(P ). Eine L�osung dieser Gleihung ist

S(P ) =

 

0 1

1 0

!

= 

0

Somit gilt:

(T

P

 )(x) =

 

0 1

1 0

!

 (Px)

1.4 Die Zeitumkehrtransformation

Das Transformationsverhalten von  unter der Zeitumkehrtransformation

T wird nun analog zu P bestimmt. Um Invarianz der Diragleihung zu

erreihen, muss allerdings der Ansatz abge�andert werden zu

(T

T

 )(x) = S(T ) 

�

(Tx)

F�ur die bisher betrahteten F�alle h�atte man sih auf die freie Diragleihung

(A

�

= 0) beshr�anken k�onnen, da sih A

�

wie �

�

transformiert hat. Das ist

anders bei der Zeitumkehr, denn

~

A wird durh Str�ome erzeugt, die unter T

wie Geshwindigkeiten ihr Vorzeihen �andern. Hingegen beh�alt A

0

analog zu

statishen Ladungsverteilungen sein Vorzeihen. Daher gilt:

(T

T

A)

�

(x) = �T

�

�

A

�

(Tx)

F�ur beliebige Lorentztransformationen kann man das Transformationsver-

halten von A daher shreiben als

(T

�

A)

�

(x) = �

�

�

A

�

(�

�1

x) sign(he

0

;�e

0

i)

Der Vorzeihenwehsel von A bewirkt das komplexe Konjugieren von  im

Transformationsgesetz. F�ur die Zeitumkehr muss man daher die Invari-

anz der Diragleihung mit �ausserem Feld fordern. Wir erhalten dann die

Beziehung

T

�

�



�

= �(S(T ))

�1

(

�

)

�

S(T )

als Bestimmungsgleihung f�ur S(T ). Eine L�osung dieser Gleihung ist

S(T ) =

 

� 0

0 �

!
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Somit gilt:

(T

T

 )(x) =

 

� 0

0 �

!

 

�

(Tx)

1.5 Die Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugation C bildet L�osungen der Diragleihung mit Ladung

e und Energie E ab auf L�osungen der Diragleihung mit Ladung �e und

Energie �E. Wir fordern also: Sei  L�osung von



�

( i�

�

� eA

�

(x) )  (x) = m (x)

Dann ist T

C

 L�osung von



�

( i�

�

+ eA

�

(x) ) (T

C

 )(x) = m (T

C

 )(x)

Die Eigenshaft bez�uglih der Energie werden wir erst sp�ater betrahten, da

wir dazu die allgemeine L�osung der freien Diragleihung und die Fourier-

transformation brauhen. Der Wehsel des Energievorzeihens bezieht sih

also auf L�osungen der freien Diragleihung, hingegen bezieht sih der Weh-

sel des Ladungsvorzeihens auf L�osungen im elektromagnetishen Feld, da

die Ladung nur durh die Ankopplung an dieses Feld de�niert ist. Da unter

C �ahnlih wie unter T das Vorzeihen von eA

�

wehselt, mahen wir analog

den Ansatz

(T

C

 )(x) = S(C) 

�

(x)

Wir erhalten dann die Beziehung



�

= �S(C) (

�

)

�

(S(C))

�1

als Bestimmungsgleihung f�ur S(C). Eine L�osung dieser Gleihung ist

S(C) =

 

0 �

�� 0

!

Somit gilt:

(T

C

 )(x) =

 

0 �

�� 0

!

 

�

(x)

9



1.6 Strom und Skalarprodukt

Seien  ;  

0

zwei L�osungen der freien Diragleihung. De�niere den Strom als

j( ;  

0

)

�

=

�

 (x) 

�

 

0

(x)

mit

�

 =  

+



0

. Der Strom ist erhalten, d.h. er erf�ullt die Kontinuit�atsgleihung

�

�

j( ;  

0

)

�

(x) = 0

wie man durh einfahes Nahrehnen unter Ber�uksihtigung von

(i

�

�

�

�m) 

0

(x) = 0

�i�

�

�

 (x) 

�

�m

�

 (x) = 0

erh�alt. Weiter rehnet man leiht das Transformationsverhalten nah:

j(T

g

 ; T

g

 

0

)

�

(x) = �

�

�

j( ;  

0

)

�

(�

�1

x) f�ur � 2 L

+

oder � = P

j(T

T

 ; T

T

 

0

)

�

(x) = �T

�

�

j( 

�

;  

0�

)

�

(Tx) f�ur � = T

Wir de�nieren nun das Skalarprodukt von zwei Diraspinoren durh

h ;  

0

i =

Z

V

t

j( ;  

0

)

0

(x) d

3

x =

Z

V

t

 

+

(x) 

0

(x) d

3

x

mit V

t

= fx 2 R

4

; x

0

= tg. Dieses Skalarprodukt ist unabh�angig von t. Zum

Beweis de�nieren wir das Volumen V als

V = fx 2 R

4

; t < x

0

< t

0

g

d.h. der Rand �V von V besteht aus V

t

; V

t

0

und den unendlih fernen

R�andern j~xj ! 1. Es gelte nun die Randbedingung, dass  (x) gen�ugend

shnell gegen 0 geht f�ur j~xj ! 1. Dann folgt aus �

�

j

�

= 0 die Beziehung

0 =

Z

V

�

�

j( ;  

0

)

�

(x) d

4

x =

=

Z

�V

j( ;  

0

)

�

(x) dV

�

=

=

Z

V

t

0

j( ;  

0

)

0

(x) d

3

x�

Z

V

t

j( ;  

0

)

0

(x) d

3

x

10



Damit ist die Unabh�angigkeit von t gezeigt.

�

Ahnlih kann man die Invarianz

unter Lorentztransformationen zeigen. Der Beweis soll hier ohne formale

Exaktheit durhgef�uhrt werden. Eine korrektere Shreibweise kann man mit

Di�erentialformen erreihen. Es gilt

Z

V

t

j(T

g

 ; T

g

 

0

)

0

(x) d

3

x�

Z

V

t

j( ;  

0

)

0

(x) d

3

x =

=

Z

�V

t

j( ;  

0

)

�

(x) dV

�

�

Z

V

t

j( ;  

0

)

0

(x) d

3

x =

=

Z

V

�

�

j( ;  

0

)

�

(x) d

4

x = 0

Zusammen mit diesem Skalarprodukt bilden die Diraspinoren (evtl. nah

Vervollst�andigen) einen Hilbertraum. Man kann nun die Fouriertransformierten

bilden, ohne den L�osungsraum zu verlassen.

1.7 L�osung der freien Diragleihung durh Fourier-

transformation

De�niere die Fouriertransformation durh

 (x) = N

Z

d

3

p

jp

0

j

 (p) e

�ihp;xi

mit einer Normierungskonstante N . Auf ein neues Symbol f�ur den fourier-

transformierten Diraspinor wurde verzihtet. Die Division durh jp

0

j hat

hier noh keine direkt einsehbare Funktion. Sie bewirkt sp�ater die Invarianz

des Volumenelements

d

3

p

jp

0

j

= 2 d

4

p Æ(p

2

�m

2

)

f�ur p

2

= hp; pi ; (p

0

)

2

= m

2

+ ~p

2

. Die Beziehung f�ur p

0

= p

0

(~p) wird noh

hergeleitet.

Die freie Diragleihung im Impulsraum lautet dann

((p)�m) (p) = 0

Setzt man nun f�ur  (p) den Ansatz

 (p) =

 

�(p)

�(p)

!

11



in die Diragleihung ein, so erh�alt man

�(p) =

~�(p)

m

�(p)

Die allgemeine L�osung der Diragleihung im Impulsraum in der Weyl-Basis

lautet also

 (p) =

 

�(p)

~�(p)

m

�(p)

!

Der 4-komponentige Diraspinor  : R

4

! C

4

ist also durh die 2-komponentige

Funktion � : R

4

! C

2

eindeutig festgelegt.

Wendet man (p) auf die Diragleihung an und verwendet

((p))

2

= hp; pi = p

2

sowie (p) (p) = m (p), so folgt als notwendige

Nebenbedingung

p

2

= m

2

() p

0

= �

q

~p

2

+m

2

d.h. der Tr�ager von  (p) bzw. �(p) sind die positive und negative Massen-

shale.

1.8 Symmetrien auf den 2er-Spinoren im Impulsraum

Wir de�nieren allgemein T

g

� durh

(T

g

 )(x) = N

Z

d

3

p

jp

0

j

e

�ihp;xi

 

(T

g

�)(p)

~�(p)

m

(T

g

�)(p)

!

f�ur g 2 SL(2; C), aber auh f�ur g = P; T; C.

1.8.1 Eigentlihe Lorentztransformationen

Sei g 2 SL(2; C). Wir verwenden nun die De�nition von T

g

 sowie die

De�nition der Fouriertransformation, um T

g

� zu bestimmen. Dabei erhalten

wir im Exponenten der e-Funktion

D

p;�

�1

x

E

=

D

�p;��

�1

x

E

= h�p; xi

12



Nun substituieren wir �p = q und verwenden die Invarianz des Volumenele-

ments d

3

p=jp

0

j. Hier erweist sih also unsere De�nition der Fouriertransfor-

mation als sinnvoll. In der unteren Komponente verwenden wir

(g

+

)

�1

~�(�

�1

q) �(�

�1

q) = (g

+

)

�1

~�(�

�1

q) g

�1

g �(�

�1

q) = ~�(p) g �(�

�1

q)

und setzen wieder q = p. Damit erhalten wir durh Vergleih mit der De�-

nition von T

g

� die Beziehung

(T

g

�)(p) = g �(�

�1

p)

1.8.2 Parit�atstransformation

Sei g = P . Wegen der De�nition von T

P

 werden obere und untere Kompo-

nente im Diraspinor vertausht und im Exponenten der e-Funktion entsteht

hp; Pxi = hPp; xi

Substituiere nun q = Pp, wobei das Volumenelement invariant bleibt. In der

oberen Komponente ist

~�(Pq) = �(q)

und in der unteren Komponente ist

�(Pq) =

q

2

m

2

�(Pq) =

~�(q)

m

�(q)

m

�(Pq)

Setzen wir wieder q = p, so erhalten wir

(T

P

�)(p) =

�(p)

m

�(Pp)

P maht also aus dem Viererimpuls p den Impuls Pp, dreht also die r�aumlihe

Komponente um, vertausht aber niht die Massenshalen.

1.8.3 Zeitumkehr

Sei g = T . Im Exponenten erhalten wir durh das komplexe Konjugieren

+i hp; Txi = +i hTp; xi = �i hPp; xi

13



Substituiere nun wie oben q = Pp, verwende in der unteren Komponente

� ~�

�

(Pq) = � �

�

(q) �

�1

� = ~�(q) �

und setze wieder q = p, so erh�alt man

(T

T

�)(p) = � �

�

(�Tp)

T dreht also wie P die r�aumlihe Komponente von p um und vertausht niht

die Massenshalen.

1.8.4 Ladungskonjugation

Sei g = C. Die Ladungskonjugation vertausht die Komponenten im Dira-

spinor und liefert durh das komplexe Konjugieren im Exponenten

+i hp; xi = �i h�p; xi

Substituiere q = �p, verwende in der oberen Komponente

� ~�

�

(�q) = � �

t

�

�

(�q)�

�1

= �(�q) � = ��(q) �

und in der unteren Komponente

���

�

(�q) =

q

2

m

2

(��)�

�

(�q) =

~�(q)

m

�(q)

m

(��)�

�

(�q)

Setzt man nun wieder q = p, so erh�alt man

(T

C

�)(p) = �

�(p)

m

� �

�

(�p)

C dreht also zum einen ~p um und vertausht zum anderen die Massenshalen.

Das sieht man noh deutliher, indem man f�ur Funktionen f(p) (mit der

positiven und negativen Massenshale als Tr�ager) nun Funktionen f

�

(p) (mit

entweder der positiven oder der negativen Massenshale als Tr�ager) de�niert

durh

f

�

(p) = f(p) �(�p

0

)

Dann gilt entsprehend

f

�

(�p) = f(�p) �(�p

0

)

Multipliziert man die Gleihung f�ur T

C

� mit �(�p

0

), so erh�alt man

(T

C

�)

�

(p) = �

�(p)

m

� �

�

�

(�p)
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1.8.5 Skalarprodukt

Wir de�nieren das Skalarprodukt der Spinoren � durh

h�; �

0

i := h ;  

0

i

wobei wir f�ur beide (vershiedenen) Skalarprodukte das gleihe Symbol h ; i

verwendet haben.  und � sind dabei durh die Fouriertransformationmiteinan-

der verkn�upft. Man berehnet leiht

h ;  

0

i = N

2

(2�)

3

2

m

2

sign(p

0

)

Z

d

3

p

jp

0

j

�

+

(p) ~�(p) �

0

(p)

Setzt man

N =

1

(2�)

3=2

m

p

2

so ist damit das invariante Skalarprodukt gegeben durh

h�; �

0

i = sign(p

0

)

Z

d

3

p

jp

0

j

�

+

(p) ~�(p) �

0

(p)
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2 Zweite Quantisierung f�ur Fermionen

Ausgearbeitet von J�org Resag

2.1 De�nition des Fokraums f�ur Fermionen

Sei H

1

ein beliebiger 1-Fermion-Hilbertraum (z.B. die L�osungen der Dira-

gleihung zu positiven Energien). Dann ist der zugeh�orige Mehrteilhen-

Hilbertraum (auh Fokraum genannt) gegeben durh die

�

Aussere Algebra

(auh Grassmann-Algebra genannt) von H

1

, die wir mit �H

1

bezeihnen.

Zwishenbemerkung: Das Tensorprodukt A 
 B zweier Vektorr

�

Aume

A und B ist gegeben durh die Menge der Paare (a; b) =: a
b; a 2 A; b 2 B

mit

(a + a

0

)
 b = a
 b + a

0


 b

a
 (b + b

0

) = a
 b + a
 b

0

� (a
 b) = (�a)
 b = a
 (�b); � 2 C

Analog sind die h�oheren Tensorprodukte zu bilden. SindA;B z.B. Hilbertr

�

Aume

von Funktionen, so ist

hx

1

; x

2

j a
 bi = a(x

1

) � a(x

2

)

die entsprehende Koordinatendarstellung.

Zum Vergleih: bei der direkten Summe (a; b) =: a+ b fordert man

� (a+ b) = (�a) + (�b)

Die

�

Aussere Algebra �

n

H

1

ist de�niert als das antisymmetrisierte n-fahe

Tensorprodukt von H

1

, d.h. f�ur x

i

2 H

1

ist v 2 �

n

H

1

gegeben durh

v = x

1

^ : : : ^ x

n

=

:=

1

n!

X

�2S

n

sign(�) x

�(1)


 : : :
 x

�(n)

wobei S

n

die Menge der Permutationen von n Elementen ist, sign(�) ist

das Signum der Permutation und 
 kennzeihnet das Tensorprodukt von
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Vektoren. Die Antisymmetrisierung wird durh das Pauliprinzip erzwungen.

Sei weiter

�

0

H

1

:= C = Span(j0i)

wobei C die Menge der komplexen Zahlen ist. Den Basisvektor j0i bezeihnet

man als Vakuum. Dann ist der Mehrteilhen-Hilbertraum gegeben durh

�H

1

=

1

M

n=0

�

n

H

1

mit der Einshr

�

Ankung, dass die Zust

�

Ande endlihe Norm haben sollen.

Zur De�nition der Norm verwenden wir das induzierte Skalarprodukt in

�

n

H

1

hv

1

^ : : : ^ v

n

; w

1

^ : : : ^ w

n

i = det(hv

i

; w

j

i)

wobei wir f�ur die Skalarprodukte in den vershiedenen R

�

Aumen das gleihe

Symbol verwenden. Fordern wir weiter

h0; 0i = 1 f�ur j0i 2 �

0

H

1

hv; wi = 0 f�ur v 2 �

n

H

1

; w 2 �

m

H

1

; n 6= m

so wird dadurh ein Skalarprodukt auf �H

1

de�niert.

Wir de�nieren nun den Erzeugungsoperator eines Fermions im Zustand

v 2 H

1

durh

a

+

: H

1

=) L(�H

1

)

a

+

(v)w = v ^ w

mit v 2 H

1

; w 2 �

n

H

1

; a

+

(v)w 2 �

n+1

H

1

. Dabei sind L(�H

1

) die linearen

Abbildungen in �H

1

. Wie man sieht, ist a

+

(v) auh in v linear. Weiter sei

a

+

(v) j0i = v. Die Abbildung a

+

ist somit eine operatorwertige Distribution.

Ist e

i

eine Orthonormalbasis in H

1

mit i 2 f1; 2; 3; : : :g, so ist durh

a

+

k

1

� � �a

+

k

n

j0i = e

k

1

^ : : : ^ e

k

n

mit a

+

i

= a

+

(e

i

) und k

1

6= k

2

6= � � �k

n

2 f1; 2; 3; : : :g eine Orthonormalbasis

in �

n

H

1

gegeben.
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Sei a(v) der zu a

+

(v) hermitesh adjungierte Operator im Sinne des oben

de�nierten Skalarproduktes, d.h.

ha(v)x; yi :=

D

x; a

+

(v)y

E

Durh a(v) wird ein Fermion vernihtet. Man de�niert weiter

a(v) j0i = 0

wobei 0 den Nullvektor und j0i das Vakuum meint. Wegen der Antilinearit

�

At

des Skalarproduktes in der ersten Komponente und der Linearit

�

At von a

+

(v)

in v ist a(v) antilinear in v, also

a(�v) = �

�

a(v) ; � 2 C

Konstruiert man a(v) explizit, so erh

�

Alt man

a(v) x

1

^ : : : ^ x

n

=

=

n

X

i=1

(�1)

k+1

hv; x

i

i x

1

^ : : : ^ x̂

i

^ : : : ^ x

n

mit v; x

i

2 H

1

. Dabei bedeutet x̂

i

, dass dieses x

i

im Dahprodukt wegge-

lassen wird.

Man rehnet nah, dass f�ur den Antikommutator fA;Bg = AB + BA

gilt:

fa

+

(v); a

+

(w)g = 0

fa(v); a(w)g = 0

fa(v); a

+

(w)g = hv; wi 1

wobei 1 den Identit

�

Atsoperator auf �H

1

meint. Mit Hilfe der oben eingef�uhrten

Orthonormalbasis e

i

kann man auh shreiben

fa

+

i

; a

+

j

g = 0

fa

i

; a

j

g = 0

fa

i

; a

+

j

g = Æ

ij

1
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2.2 Der Lift von Operatoren

Sei nun H : H

1

�! H

1

ein linearer hermitesher 1-Teilhen-Operator. Wir

de�nieren nun den gelifteten Operator

^

H : �H

1

�! �H

1

im Fokraum

durh

^

H v

1

^ : : : ^ v

n

= (Hv

1

) ^ v

2

^ : : : ^ v

n

+

+ v

1

^ (Hv

2

) ^ : : : ^ v

n

+

+ � � �+

+ v

1

^ v

2

^ : : : ^ (Hv

n

)

Dies ist die bekannte Formel, die man erh

�

Alt, wenn man

^

H als Summe

von 1-Teilhen-Operatoren H(i) shreibt, die dann jeweils nur auf das i-te

Teilhen wirken. Man kann nun zeigen, dass sih

^

H bez�uglih der ONBasis

e

i

shreiben l

�

Asst als

^

H =

X

k

a

+

(He

k

) a(e

k

) =

X

k;l

H

kl

a

+

k

a

l

mit H

kl

= he

k

; He

l

i. Der Beweis maht dabei Gebrauh von dem Kommuta-

tor

[

^

H; a

+

(v)℄ = a

+

(Hv)

Man beahte, dass wegen der unendlihen Summe

P

k

Konvergenzprobleme

auftreten k�onnen, so dass die obige Formel unter Umst

�

Anden nur formale

Bedeutung hat.

Analog erh

�

Alt man f�ur den Lift eines 2-Teilhenoperators V (z.B. das

elektrishe Potential) in der ONBasis den Ausdruk

^

V =

X

i;j;k;l

V

ij;kl

a

+

i

a

+

j

a

k

a

l

mit V

ij;kl

= he

i

^ e

j

; V e

k

^ e

l

i

Dies kann man auh f�ur Mehrteilhenkr

�

Afte verallgemeinern.

Der Lift unit

�

Arer Operatoren U wird abweihend von der obigen De�ni-

tion nun de�niert durh

^

U v

1

^ v

2

^ : : : ^ v

n

:= Uv

1

^ Uv

2

^ : : : ^ Uv

n

^

U j0i := j0i
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Dies entspriht z.B. genau der Transformationsvorshrift f�ur die gleihzeit-

ige Drehung mehrerer Teilhen. Das Vakuum sei invariant dabei (diese

Forderung ist insbesondere im Hinblik auf spontane Symmetriebrehung in-

teressant, da sie dort f�ur die gebrohene Symmetrie niht erf�ullt ist).

^

U ist

unit

�

Ar bez�uglih des induzierten Skalarproduktes im Fokraum.

Sei eine unit

�

Are Shar von Operatoren

U(t) = e

iAt

gegeben. Dann gilt f�ur den Lift

^

U(t) = e

i

^

At

Auf diese Art erh

�

Alt man Darstellungen von Liegruppen auf dem Fokraum.

Dabei bilden die einzelnen �

n

H

1

irreduzible Darstellungsr

�

Aume.

Der TeilhenzahloperatorN ist nun de�niert als der Lift des Einsoperators

1 von H

1

N =

^

1 =

X

k

a

+

k

a

k

Es folgt

N v

1

^ : : : ^ v

n

= n v

1

^ : : : ^ v

n

[N; a

+

(v)℄ = a

+

(v)

[N; a(v)℄ = �a(v)

Man hat damit eine formale Analogie zu Auf- und Absteigeoperatoren beim

harmonishen Oszillator erhalten.

Es gilt nun der folgende Satz:

Sei F (H

1

) ein Hilbertraum. Sei weiter

b

+

: H

1

=) L(F (H

1

))

eine operatorwertige lineare Distribution und b(v) := (b

+

(v))

+

der hermitesh

adjungierte Operator zu b

+

(v). Es seien dieselben Antivertaushungsrelatio-

nen wie vorher

fb

+

(v); b

+

(w)g = 0

fb(v); b(w)g = 0

fb(v); b

+

(w)g = hv; wi 1
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g�ultig. Es existiere weiter ein (bis auf Multiplikation) eindeutiger Vakuumzu-

stand j0i 2 F (H

1

) mit

b(v) j0i = 0 f�ur alle v 2 H

1

Dann gibt es eine unit

�

Are Abbildung

^

U : �H

1

�! F (H

1

)

mit

^

U a

+

(v)

^

U

�1

= b

+

(v)

d.h. die beiden Darstellungen der Antivertaushungsrelationen sind unit

�

Ar

�

Aquivalent. Dabei ist die Forderung nah einem eindeutigen Vakuumzus-

tandes sehr wihtig, da sonst der Satz niht gilt.

Beispiele:

Sei im Folgenden F (H

1

) = �H

1

.

� Sei U : H

1

!H

1

unit

�

Ar. Dann sind durh

b

+

(v) = a

+

(Uv)

b(v) = a(Uv)

Operatoren im obigen Sinn gegeben. Nah dem Satz gilt

^

U a

+

(v)

^

U

�1

= a

+

(Uv)

^

U a(v)

^

U

�1

= a(Uv)

Man rehnet leiht nah, dass dabei

^

U der Lift von U ist.

� Sei der Einteilhenraum zerlegt in die direkte Summe zweier Teilr

�

Aume

H

1

= H

1

1

�H

1

2

. Sei v = v

1

� v

2

2 H

1

1

�H

1

2

. und sei A : H

1

2

! H

1

2

ein

antiunit

�

Arer Operator, d.h.

< Av;Aw > = < w; v >

A�v = �

�

Av

Dann sind durh

b

+

(v) = a

+

(v

1

) + a(Av

2

)

b(v) = a(v

1

) + a

+

(Av

2

)
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Operatoren gegeben, die die Antivertaushungsrelationen erf�ullen. Allerd-

ings ist b(v) j0i 6= 0, so dass die Voraussetzungen des obigen Satzes niht

erf�ullt sind. Man kann allerdings einen anderen Fokraum F (H

1

) 6=

�H

1

mit einem anderen Vakuum j0i

F

6= j0i de�nieren, so dass b(v) j0i

F

=

0 gilt.

2.3 Anwendung auf die Diragleihung

Sei H

D

= H

+

D

� H

�

D

der Raum der L�osungen  (x) der freien Diragle-

ihung, wobei H

+

D

der Raum der L�osungen zu positiver Energie und H

�

D

der Raum der L�osungen zu negativer Energie ist. Die L�osungen positiver En-

ergie sind dadurh gekennzeihnet, dass sie sih als Fouriertransformierte von

Funktionen mit der positiven (negativen) Massenshale als Tr

�

Ager darstellen

lassen. Die L�osungen negativer Energie sind physikalish zun

�

Ahst niht

sinnvoll. Sobald man

�

Aussere Potentiale ber�uksihtigt, treten sie aber im

zeitlihen Verlauf unvermeidlih auf, selbst wenn man mit einer L�osung

positiver Energie startet. Um zu einer physikalish sinnvollen Theorie mit

Wehselwirkung zu gelangen, muss man daher von der 1-Teilhentheorie zur

Vielteilhentheorie �ubergehen. Wehselwirkungen werden dann mit Hilfe

der S-Matrix im Rahmen einer Streutheorie mit asymptotish freien Viel-

teilhenzust

�

Anden beshrieben. Wir bem�uhen uns nun im Folgenden um

eine Beshreibung dieser asymptotish freien Zust

�

Ande.

Sei dazu H

el

= H

pos

:= H

+

D

, wobei H

el

f�ur Elektron-Zust

�

Ande und H

pos

f�ur Positron-Zust

�

Ande steht. Dabei ist die Energie stets positiv, d.h. diese

1-Teilhenr

�

Aume sind physikalish sinnvoll. Sie sind beide mathematish

identish, da wir hier nur L�osungen der freien Diragleihung betrahten.

Bei Ber�uksihtigung eines

�

Ausseren elektrishen Feldes w�urden sie aber in

vershiedene R

�

Aume �ubergehen, die jeweils aus L�osungen der vollen Dira-

gleihung zu vershiedenem Ladungsvorzeihen bestehen. Da aber L�osungen

zu umgekehrtem Ladungsvorzeihen und positiver Energie aus L�osungen mit

altem Ladungsvorzeihen und negativer Energie durh Ladungskonjugation

C entstehen, erhalten wir den Zusammenhang mit den gesamten L�osungen

der Diragleihung durh die Abbildung

f : H

tot

= H

el

�H

pos

�! H

D

= H

+

D

�H

�

D

f(v

el

+ v

pos

) = v

el

+ Cv

pos

=: v

+

+ v

�
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d.h. v

el

= v

+

; Cv

pos

= v

�

. Die Ladungskonjugation C ist dabei antiunit

�

Ar

(vgl. oben). Wir bilden nun den Fokraum der L�osungen der Diragleihung

�H

D

mit den Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoren

b

+

(v

+

+ v

�

) = b

+

(v

+

) + b

+

(v

�

)

b(v

+

+ v

�

) = b(v

+

) + b(v

�

)

Mit b(v

+

+v

�

) j0i

D

= 0 f�ur das Vakuum. Das Energiespektrum von �H

D

ist

aber unphysikalish, da es negative Energien enth

�

Alt. Insbesondere ist das

Vakuum j0i

D

niht der Zustand mit niedrigster Energie, da z.B. b

+

(v

�

) j0i

D

ein Zustand mit niedrigerer Energie ist.

Wir bilden daher nun �H

tot

. Dieser Vielteilhenraum enth

�

Alt nur Zust

�

Ande

zu positiver Energie. Durh

a

+

(v

el

+ v

pos

) = a

+

(v

el

) + a

+

(v

pos

) =

:= b

+

(v

+

) + b(v

�

) =

= b

+

(v

el

) + b(Cv

pos

)

a(v

el

+ v

pos

) analog

ist dann eine Darstellung der Antivertaushungsrelationen in �H

tot

gegeben

(vgl. Beispiel oben). Da b und C antilinear sind, ist a

+

linear in v

pos

. Das

Vakuum j0i erf�ulle dabei a(v

el

+ v

pos

) j0i = 0. Es ist damit der Zustand

niedrigster Energie. Man kann den Zusammenhang zu j0i

D

formal herstellen

durh

j0i =

1

Y

k=1

b

+

(e

�

k

) j0i

D

wobei e

�

k

eine Basis von H

�

D

ist. Es werden also alle Zust

�

Ande negativer

Energie besetzt. Wegen des unendlihen Produktes liegen j0i ; j0i

D

niht

im gleihen Fokraum. Vielmehr w

�

Are j0i als eine Art kollektive Anregung

aufzufassen.

Man gelangt also zu dem physikalish sinnvollen Vakuum und damit

Fokraum dadurh, dass man fordert, dass der Energie-Erwartungswert des

Vakuums minimal sein soll. Dieses Variationsprinzip bew

�

Ahrt sih auh im

Zusammenhang mit spontaner Symmetriebrehung.

Sei nun v = v

el

+ v

pos

und seien

	(v) = a(v

el

) + a

+

(v

pos

)
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=: b(v

el

) + d

+

(v

pos

)

	

+

(v) = a

+

(v

el

) + a(v

pos

)

=: b

+

(v

el

) + d(v

pos

)

(Dirafeldoperatoren). Dabei wurden die neuen Bezeihnungen b; b

+

; d; d

+

eingef�uhrt, um Teilhen- und Antiteilhenoperatoren besser zu untershei-

den und um Anshluss an �ublihe Bezeihnungsweisen zu erhalten. b; b

+

vernihten und erzeugen also ab jetzt ausshliesslih Teilhen (d.h. ihre Ar-

gumente sind 2 H

el

), und analog f�ur d; d

+

(Dabei sind diese Bezeihnungen

niht mit den fr�uher verwendeten b; b

+

zu verwehseln).

Es gilt

f	(v);	

+

(w)g = hv; wi

Entwikelt man nah einer ONBasis e

el

k

2 H

el

bzw. e

pos

k

2 H

pos

, so ist

	(v) =

X

k

(

D

e

el

k

; v

el

E

�

b

k

+ he

pos

k

; v

pos

i d

+

k

)

	

+

(v) =

X

k

(

D

e

el

k

; v

el

E

b

+

k

+ he

pos

k

; v

pos

i

�

d

k

)

Man beahte dabei die Antilinearit

�

At von b; d. Analog kann man formal nah

einer kontinuierlihen `Basis' entwikeln und damit den Dira-Feldoperator

am Ort ~x de�nieren durh

	(v) =:

Z

d

3

x v

t

(~x)

+

	

t

(~x)

	

+

(v) =:

Z

d

3

x	

+

t

(~x)v

t

(~x)

	(x) =

X

k

(e

el

k

(x)b

k

+ e

pos

k

(x)d

+

k

)

	

+

(x) =

X

k

(e

el

k

(x)

+

b

+

k

+ e

pos

k

(x)

+

d

k

)

Dabei ist v

t

(~x) =: v(x) der freie Diraspinor und v(x)

+

der entsprehende

transponierte komplex konjugierte Diraspinor. Die Shreibweise 	

t

(~x) =:

	(x) ist

�

Ahnlih wie die der Delta-`Funktion' Æ(x) nur in einem Integralkern

sinnvoll. Die obige De�nition ist f�ur alle (festen) Zeiten t sinnvoll, wie wir

jetzt zeigen:
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Sei obige De�nition g�ultig f�ur t = 0. Die Diragleihung f�ur den 1-

Teilhenzustand v l

�

Asst sih shreiben als

i

dv

t

(~x)

dt

= H v

t

(~x) =) v

t

(~x) = (e

�iHt

v

0

)(~x)

Wie oben im ersten Beispiel gezeigt wurde, ist dann

	

+

t

(v) := 	

+

(e

iHt

v) = e

i

^

Ht

	

+

(v)e

�i

^

Ht

wobei

^

H der Lift von H ist. Man k�onnte hier auh genauer 	(v) = 	

0

(v

0

)

shreiben; die Notation soll hier aber niht zu stark verkompliziert werden,

wobei wir gewisse Unsauberkeiten in Kauf nehmen m�ussen. De�niert man

nun

	

+

t

(v) =:

Z

d

3

x	

+

t

(~x)v

0

(~x)

d.h. insbesondere

	

+

t

(~x) := e

i

^

Ht

	

+

0

(~x)e

�i

^

Ht

so folgt

Z

d

3

x	

+

0

(~x)v

0

(~x) = 	

+

(v)

= 	

+

(e

iHt

e

�iHt

v)

= 	

+

t

(e

�iHt

v)

=

Z

d

3

x	

+

t

(~x)(e

�iHt

v

0

)(~x)

=

Z

d

3

x	

+

t

(~x)v

t

(~x)

Man kann daher auh mit x = (t; ~x) abgek�urzt shreiben

	(v) =:

Z

d

3

x v(x)

+

	(x)

	

+

(v) =:

Z

d

3

x	

+

(x)v(x)

Sei T

g;a

die unit

�

Are Darstellung der doppelten

�

Uberlagerungsgruppe der

Poinaregruppe auf H

tot

(T

g;a

v)(x) = ĝ v(�

�1

(x� a))
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(vgl. das Kapitel Spinoren und die Diragleihung) und sei

^

U

g;a

der zugeh�orige

Lift. Dann ist

	

+

(T

g;a

v) =

^

U

g;a

	

+

(v)

^

U

�1

g;a

und man kann mit der De�nition von 	(x) zeigen, dass

^

U

g;a

	

+

(x)

^

U

�1

g;a

= ĝ

�1

	(�x+ a)

Weiter ist

i

�

�

�

	(v) := 	(i

�

�

�

v) =

= 	(mv) = m	(v)

() i

�

�

�

	(x) = m	(x)

d.h. auh f�ur den freien Feldoperator gilt die Diragleihung, wobei sie aber

im obigen Distributionensinn zu verstehen ist.

Man kann nun auh im Impulsraum Operatoren b(~p); d(~p) de�nieren usw..

Weitere Einzelheiten sollen hier niht besprohen werden; Man �ndet sie z.B.

im Buh von G.Sharf: Finite Quantum Elektrodynamis.
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3 Intrinsishe Symmetrien

Ausgearbeitet von J�org Resag

3.1 Beshreibung intrinsisher Symmetrien

Zur Beshreibung einer intrinsishen Symmetrie ordnen wir einem Teilhen

(z.B. einem Quark) einen (oder mehrere) intrinsishen Zustandsvektor x 2

C

n

zu. Auf C

n

operiere eine unit�are Darstellung D

1

(U); U 2 SU(n) der

Symmetriegruppe SU(n), z.B. einfah D

1

(U) = U . Beispiele sind die Col-

orsymmetrie oder die Flavorsymmetrie. Unser Ziel ist es nun, den entsprehen-

den Darstellungsraum f�ur das Antiteilhen (Antiquark) zu �nden.

Sei dazu �

m

C

n

der Raum der antisymmetrishen Tensoren aus dem m-

fahen Tensorprodukt 


m

C

n

. Genauer bedeutet dies:

Seien x

1

: : : x

m

2 C

n

. Dann ist ein Vektor v 2 �

m

C

n

de�niert durh

v = x

1

^ : : : ^ x

m

=

:=

1

m!

X

�2S

m

sign(�) x

�(1)


 : : :
 x

�(m)

wobei S

m

die Menge der Permutationen von m Elementen ist, sign(�) ist

das Signum der Permutation und 
 kennzeihnet das Tensorprodukt von

Vektoren. Beahte, dass wegen der Antisymmetrisierung m � n sein muss.

Sei weiter D

2

(U) eine unit�are Darstellung von SU(n) auf dem Raum der

antisymmetrishen Tensoren �

n�1

C

n

, d.h. m = n� 1 jetzt. Wir zeigen nun,

dass diese Darstellung auf kanonishe Weise mitD

1

(U) zusammenh�angt. Den

Zusammenhang stellen wir her, indem wir das induzierte Skalarprodukt in

�

n�1

C

n

hv

1

^ : : : ^ v

n�1

; w

1

^ : : : ^ w

n�1

i = det(hv

i

; w

j

; )i

und die Volumenform

!(v

1

^ : : : ^ v

n�1

; v

n

) = det( (v

i

)

j

)

verwenden. Dabei ist

v

i

= (v

i

)

j

e

j
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in der Orthonormalbasis e

i

entwikelt worden und es gilt

!(e

�(1)

; : : : ; e

�(n)

) = sign(�)

Wir zeigen nun:

Es gibt einen kanonishen antiunit�aren Isomorphismus

I : �

n�1

C

n

! C

n

mit

I D

2

(U) = D

1

(U) I

Dieser Isomorphismus I identi�ziert die R�aume �

n�1

C

n

und C

n

miteinan-

der:

�

n�1

C

n

�

=

C

n

Dies muss ja m�oglih sein, da beide Vektorr�aume die gleihe Dimension

haben, wie wir weiter unten noh sehen werden. Die obige Gleihung stellt

dann den Zusammenhang zwishen den beiden Darstellungen dar. Die beiden

Darstellungen D

1

(U) und D

2

(U) sind sogenannte fundamentale Darstellun-

gen von SU(n), von denen es allgemein n� 1 St�uk gibt.

Zum Beweis konstruieren wir I explizit durh

hI y; xi := !(y; x) 8 y 2 �

n�1

C

n

; x 2 C

n

Nah dem Satz von Riesz ist I dadurh eindeutig bestimmt (vgl. Greub:

Lineare Algebra S.185 Satz 7.7).

Es gilt

!(y; x) = !(D

2

(U) y; D

1

(U) x) =

= hI D

2

(U) y; D

1

(U) xi =

=

D

D

+

1

(U) I D

2

(U) y; x

E

Gleihzeitig gilt auh

!(y; x) = hI y; xi

Nah dem Satz von Riesz ist wegen der Eindeutigkeit damit

D

+

1

(U) I D

2

(U) = I

=) I D

2

(U) = D

1

(U) I
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Aus der De�nition von I ist klar, dass I antilinear sein muss:

I �x = �

�

I x ; � 2 C

Sei e

1

; : : : ; e

n

eine Orthonormalbasis von C

n

und � 2 S

n

. Dann ist durh

e

�(1)

^ : : : ^ e

�(n�1)

ein Erzeugendensystem in �

n�1

C

n

gegeben. Nimmt man

die wegen der Antisymmetrie mehrfah vorkommenden Vektoren heraus, so

erh�alt man einen vollst�andigen Satz von n orthonormierten Basisvektoren.

Wegen der Antilinearit�at gen�ugt es, I auf dieser Basis auszuwerten. Aus der

De�nition von I folgt dann die Bedingung

D

I e

�(1)

^ : : : ^ e

�(n�1)

; e

�(n)

E

= !(e

�(1)

; : : : ; e

�(n)

) = sign(�)

De�nieren wir in �

n

C

n

eine Basis ê

i

durh

e

�(1)

^ : : : ^ e

�(n�1)

=: ê

�(n)

sign(�)

so folgt einfah

I ê

i

= e

i

=) I v

i

ê

i

= (v

i

)

�

e

i

Bez�uglih der Basen e

i

in C

n

und ê

i

in �

n�1

C

n

wird also I dargestellt durh

die Matrix

I = 1

n

()

�

:

Dabei bedeutet ()

�

, dass der folgende Spaltenvektor komplex zu konjugieren

ist. In dieser Darstellung ist die Antiunitarit�at

hI x; I yi = hy; xi

direkt sihtbar.

F�ur die Darstellungsmatrizen von SU(n) folgt in dieser Basis

I D

2

(U) = ()

�

D

2

(U) = D

�

2

(U) ()

�

=

= D

1

(U) I = D

1

(U) ()

�

=) D

2

(U) = D

�

1

(U)

Die Darstellung der Symmetriegruppe SU(n) f�ur mehrere (Anti-) Teilhen

ist gegeben durh das Tensorprodukt der Darstellungen in den Einteilhenr�aumen.
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Wir fordern f�ur einen Teilhen-Antiteilhenzustand, dass der entsprehende

Darstellungsraum einen eindimensionalen linearen invarianten Unterraum

enth�alt, auf dem SU(n) durh die Identit�at dargestellt wird. Teilhen und

Antiteilhen sollen sih also zu einem Singulett koppeln lassen. Diese Forderung

wird z.B. f�ur die Flavor- und Colorsymmetrien durh das Experiment erzwun-

gen. Die Bildung eines Singuletts ist aber nur dann m�oglih, wenn dem An-

titeilhen der intrinsishe Zustandsraum �

n�1

C

n

mit der Darstellung D

2

(U)

zugeordnet wird. Der Singulettvektor s 2 C

n


 �

n�1

C

n

lautet

s =

1

p

n

n

X

i=1

e

i


 ê

i

denn dann ist

D(U) s =

1

p

n

n

X

i;j;k=1

e

j

U

ji


 ê

k

U

�

ki

=

=

1

p

n

n

X

i;j;k=1

U

ji

U

+

ik

e

j


 ê

k

=

=

1

p

n

n

X

j

e

j


 ê

j

=

= s

Anmerkung:

Die hier betrahteten Beziehungen kann man auh sehr sh�on in den sogenan-

nten Young tableaux wieder�nden, die eine Relation zwishen Darstellungen

der Permutationsgruppe und SU(n) herstellen.

3.2 SU(2)-Symmetrie

Sei also n = 2 und D

1

(U) = U . Es gilt

!(e

i

; e

j

) = sign(�(

12

ij

) ) = ��

ij

wobei �

ij

die Matrixelemente der �-Matrix aus Kapitel 1.2 sind. Also ist

ê

1

= �e

2

ê

2

= e

1
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und bez�uglih dieser Basis ist

I = 1

2

()

�

und D

2

(U) = U

�

Bez�uglih der Basis e

i

in �

1

C

2

dagegen ist

I = � ()

�

und es ist

I D

2

(U) = � ()

�

D

2

(U) = �D

�

2

(U) ()

�

=

= U I = U � ()

�

=) D

2

(U) = �

�1

U

�

� =

~

U

�1

= U

Die Darstellungen D

1

(U) und D

2

(U) von SU(2) sind also unit�ar �aquivalent.

Dies muss auh so sein, da es nur n � 1 = 1 fundamentale Darstellung von

SU(2) geben kann.

3.3 SU(3)-Symmetrie

Sei n = 3 und D

1

(U) = U . Es gilt

!(e

i

; e

j

; e

k

) = sign(�(

123

ijk

) ) = �

ijk

wobei �

ijk

der �ublihe Levi-Civita-Tensor ist. Es ist damit

ê

1

= e

2

^ e

3

ê

2

= e

3

^ e

1

ê

3

= e

1

^ e

2

und bez�uglih dieser Basis ist wieder

I = 1

3

()

�

und D

2

(U) = U

�

Die Darstellungen D

1

(U) und D

2

(U) von SU(3) sind niht unit�ar �aquivalent

und bilden die zwei fundamentalen Darstellungen von SU(3).
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3.4 Color-Symmetrie

Die Symmetriegruppe der Color ist SU(3). Um die �ublihen Bezeihnungen

zu erhalten, setzen wir

e

1

= r; e

2

= g; e

3

= b

wobei die Abk�urzungen f�ur die Bezeihnungen rot, gr�un, blau stehen. Um

in den einzelnen Summanden des Singuletts jeweils Produkte aus Farbe und

Antifarbe zu erhalten, setzen wir

ê

1

= �r; ê

2

= �g; ê

3

=

�

b

wobei die Abk�urzungen f�ur die Bezeihnungen antirot, antigr�un, antiblau

stehen. Der Singulettzustand lautet damit

s =

1

p

3

(r�r + g�g + b

�

b)

Diese ganze Namensgebung ist jedoh reine Konventionssahe ohne tieferen

physikalishen Hintergrund.

3.5 Flavor-Symmetrie

Die Symmetriegruppe der Flavor ist SU(2) oder SU(3), je nah Modell (auh

andere n sind denkbar). Um wieder die �ublihen Bezeihnungen zu erhalten,

setzen wir f�ur SU(3)

e

1

= u; e

2

= d; e

3

= s

wobei die Abk�urzungen f�ur die Flavor up, down, strange stehen. Die Flavor

sind mit additiven messbaren Quantenzahlen verkn�upft, z.B. der Ladung.

Beim Wehsel von Teilhen zu Antiteilhen (gleihbedeutend mit dem Weh-

sel von Flavor zu Antiavor) wehseln diese Quantenzahlen ihr Vorzeihen.

Der Singulettzustand ist nun experimentell mit Teilhen verkn�upft, bei de-

nen diese Quantenzahlen den Wert Null haben. Somit m�ussen sih diese

Quantenzahlen in jedem Term des Singuletts zu Null addieren. Daher ergibt

sih die Zuordnung

ê

1

= �u; ê

2

=

�

d; ê

3

= �s
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und der SU(3)-Flavor-Singulettzustand lautet

s =

1

p

3

(u�u+ d

�

d+ s�s)

Er entspriht dem �

0

-Meson in einfahen Modellen. F�ur SU(2) gelten die

analogen Formeln.
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4 Bethe-Salpeter-Gleihung: DasWik-Cutkosky-

Modell

Ausgearbeitet von J�org Resag

4.1 Formulierung des Modells

Die Bethe-Salpeter-Gleihung beshreibt relativistish gebundene Zust�ande

(vgl. Itzykson-Zuber: Quantum Field Theory, Kap 10-2; unsere No-

tationen hier entsprehen denen aus diesem Buh). Sie lautet im Impulsraum

f�ur zwei skalare gebundene Teilhen

[(�

1

P + p)

2

+m

2

1

℄ [(�

2

P � p)

2

+m

2

2

℄�

P

(p) = �

Z

d

4

p

0

(2�)

4

V (p; p

0

; P )�

P

(p

0

)

mit dem Shwerpunktsimpuls P = p

1

+ p

2

, dem Relativimpuls p, den bei-

den Teilhenmassen m

1

; m

2

, dem Wehselwirkungskern V und der Bethe-

Salpeter-Amplitude �

P

. Es gilt �

1

+ �

2

= 1, wobei aber ansonsten die �

i

willk�urlih sind, da sih die beiden gebundenen Teilhen niht auf der Massen-

shale be�nden m�ussen. Im Folgenden beshr�anken wir uns auf m

1

= m

2

=:

m und setzen �

1

= �

2

= 1=2.

Das Wik-Cutkosky-Modell (Phys.Rev. 96 (1954) S.1124) betra-

htet nun den Fall von zwei skalaren Teilhen gleiher Masse m, die �uber

ein anderes skalares Feld der Masse ~� wehselwirken. Weiter wird die Leit-

ern�aherung verwendet, d.h. im Wehselwirkungskern V wird nur der Graph

niedrigster Ordnung ber�uksihtigt, also der einfahe Teilhenaustaush. Damit

ist

V (p; p

0

; P ) = �

ig

1

g

2

(p� p

0

)

2

� ~�

2

+ i�

V ist also jetzt unabh�angig von P und wir shreiben daher einfah �

P

(p) =:

�(p). Als weitere Vereinfahung sei die Masse des Austaushteilhens ~� = 0

und wir gehen ins Ruhesystem P = (M;

~

0) = Me

0

mit 0 � M � 2m. Die

BS-Gleihung lautet damit

"

�

M

2

e

0

+ p

�

2

+m

2

# "

�

M

2

e

0

� p

�

2

+m

2

#

�(p) = i

Z

d

4

p

0

(2�)

4

g

1

g

2

(p� p

0

)

2

+ i�

�(p

0

)
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4.2 Die Wik-Rotation

Wie Wik und Cutkosky gezeigt haben, ist �(p) analytish in p

0

. Wir betra-

hten die Gleihung daher als Gleihung von Funktionen, die in p

0

=: z 2 C

analytish fortgesetzt sind. Statt f�ur reelle Werte von z l�osen wir die Gle-

ihung nun f�ur rein imagin�are Werte von z, d.h. wir shreiben z =: ip

4

; p

4

2

R, ersetzen also p

0

durh ip

4

. Weiter ersetzen wir mit Hilfe des Cauhyshen

Integralsatzes die Integrationsvariable p

00

durh ip

0

4

, integrieren also �uber die

imagin�are Ahse. Dazu �uberzeugt man sih, dass der Integrand keine Pole im

ersten und dritten Quadranten liefert. Die BS-Gleihung im Minkowskiraum

(d.h. in der Variablen z = p

0

) geht also durh die folgenden Ersetzun-

gen in die 'euklidishe' BS-Gleihung (d.h. in der Variablen z = ip

4

) �uber

(wobei dann im euklidishen Raum niht mehr zwishen oberer und unterer

Indexstellung untershieden wird):

p

0

�! ip

4

p

2

:= (p

0

)

2

� ~p

2

�! �p

2

:= �

4

X

k=1

(p

k

)

2

d

4

p := dp

0

d

3

p �! id

4

p := id

3

p dp

4

�(p) := �(p

0

; ~p) �! �(p) := �(ip

4

; ~p)

Dieses Verfahren wird Wik-Rotation genannt. Sein Sinn besteht darin, die

Minkowski-Metrik in die einfahere euklidishe Metrik umzuwandeln. Wir

setzen

� :=

g

1

g

2

2

4

�

und erhalten mit P =Me

0

=Me

4

sowie mit

"

�

�i

M

2

e

4

+ p

�

2

+m

2

# "

�

+i

M

2

e

4

+ p

�

2

+m

2

#

=

 

p

2

�

�

M

2

�

2

+m

2

!

2

+(Mp

4

)

2

die Wik-rotierte (euklidishe) BS-Gleihung

2

4

 

p

2

�

�

M

2

�

2

+m

2

!

2

+ (Mp

4

)

2

3

5

�(p) =

�

�

3

Z

d

4

p

0

1

(p� p

0

)

2

+ i�

�(p

0

)

Sei

~m :=

s

m

2

�

�

M

2

�

2
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Wir f�uhren nun dimensionslose Gr�ossen ein mit

q :=

p

~m

� :=

M

~m

�

0

:=

�

�

3

~m

2

�(q) := �(p)

(dabei ist � niht zu verwehseln mit der Masse ~� des ausgetaushten Teilhens,

die ja 0 gesetzt wurde) und erhalten

h

(q

2

+ 1)

2

+ (�q

4

)

2

i

�(q) = �

0

Z

d

4

q

0

1

(q � q

0

)

2

+ i�

�(q

0

)

4.3 Umformung in eine Di�erentialgleihung

Der Integrand auf der rehten Seite der obigen Gleihung ist gerade die

Greenshe Funktion des Laplae-Operators im n = 4-dimensionalen euk-

lidishen Raum

2 =

n

X

k=1

 

d

dq

k

!

2

=

 

d

djqj

!

2

�

n� 1

jqj

d

djqj

+Winkelterme

Es gilt n�amlih f�ur n = 4

2

1

q

2

= 0

und daher

Z

R

4

d

4

q

 

2

1

q

2

!

g(q) = lim

�!0

Z

jqj<�

d

4

q

 

rr

1

q

2

!

g(q) =

= g(0) lim

�!0

Z

S

3

(�)

4

X

i=1

dA

i

d

dq

i

1

q

2

=

= : : :
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wobei S

3

(�) die 3-dimensionale Ober�ahe einer Kugel um 0 mit Radius � in

4 Dimensionen ist. Die Fl�ahenelemente darauf sind gegeben durh

dA

i

= d

3




q

i

jqj

�

3

mit

Z

S

3

d

3


 = 2�

2

= Fl�ahe von S

3

Also ist

: : : = g(0) (�2) 2�

2

und somit

2

1

q

2

= �2 � 2�

2

Æ

4

(0)

Durh Anwenden von 2 auf die euklidishe BS-Gleihung erhalten wir

daher

2 [(q

2

+ 1)

2

+ (�q

4

)

2

℄�(q) = �4�

2

�

0

�(q)

4.4 Stereographishe Projektion

Die obige Gleihung besitzt eine verstekte Symmetrie, die man dadurh

sihtbar mahen kann, dass man sie umshreibt in eine Gleihung auf der

4-dimensionalen Einheitssph�are S

4

� R

5

und q als stereographishe Koordi-

naten auf S

4

interpretiert. Sei dazu


 :=

 

2q

1 + q

2

;

1� q

2

1 + q

2

!

Dieser 5-komponentige Vektor hat den Betrag 1 und liefert eine Koordina-

tendarstellung von S

4

� fSPg, wobei SP = (0; 0; 0; 0;�1) der S�udpol ist.

Man kann sih den Zusammenhang im folgenden Bild veranshaulihen:
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Der Laplae-Operator auf einer di�erentierbaren k-dimensionalen Mannig-

faltigkeit M

k

mit (lokalen) Koordinaten (`Karte')

^

� : U �M

k

�! U

0

� R

k

^

�(p) =: � = (�

1

; : : : ; �

k

)

ist (lokal) de�niert durh

2

M

k
:=

1

p

g

k

X

i;j=1

d

d�

i

 

g

ij

p

g

d

d�

j

!

Dabei ist g

ij

die metrishe Matrix in diesen Koordinaten, g

ij

= (g

�1

)

ij

und

p

g :=

p

det g. Falls M

k

in R

n

mit n � k eingebettet ist, und falls x(�) 2

M

k

� R

n

ein n-dimensionaler Ortsvektor mit Endpunkt auf M

k

ist, so ist

g

ij

=

dx

d�

i

�

dx

d�

j

wobei rehts das gew�ohnlihe euklidishe Skalarprodukt im R

n

steht. Man

kann sih �uberzeugen, dass sih dieser Operator sinnvoll unter Koordinaten-
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wehseln transformiert. So liefert die Formel f�urM

k

= R

k

den gew�ohnlihen

Laplaeoperator in allgemeinen (evtl. krummlinigen) Koordinaten.

F�urM

k

= S

4

setzen wir � = q und x = 
. In diesen Koordinaten erhalten

wir f�ur die Metrik auf S

4

g

ij

=

d


dq

i

�

d


dq

j

=

4

(1 + q

2

)

2

Æ

ij

g

ij

=

(1 + q

2

)

2

4

Æ

ij

p

g =

 

2

1 + q

2

!

4

Damit erhalten wir

2

S

4

=

4

X

i=1

 

�(1 + q

2

) q

i

d

dq

i

+

1

4

(1 + q

2

)

2

d

2

dq

2

i

!

und somit ist

(1 + q

2

)

3

2 (1 + q

2

)

�1

=

4

X

i=1

(1 + q

2

)

3

d

2

dq

2

i

(1 + q

2

)

�1

=

= �8 + 4

4

X

i=1

 

�(1 + q

2

) q

i

d

dq

i

+

1

4

(1 + q

2

)

2

d

2

dq

2

i

!

=

= 4(2

S

4

� 2)

mit 2 = 2

R

4

wie vorher auh. Weiter setzen wir

 (
) := (1 + q

2

)

3

�(q)

und k�onnen damit die BS-Gleihung umshreiben zu

(2

S

4

� 2)

�

1 +

1

4

(�


4

)

2

�

 (
) = ��

2

�

0

 (
)

mit 


4

= (2q

4

)=(1 + q

2

) wie oben bereits de�niert. Nun erkennt man die

SO(4)-Symmetrie dieser Gleihung: Wenn  (
) eine L�osung dieser Gle-

ihung ist, so ist auh  (R
) eine L�osung. Dabei ist R 2 SO(4) eine Drehung

um die 4-Ahse, so dass 


4

invariant bleibt.
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4.5 Ausnutzen der SO(4)-Symmetrie

Um die SO(4)-Symmetrie auszunutzen, shreiben wir 
 als


 = (


i 6=4

; 


4

) = (� sinx; os x)

Dabei beahte man, dass 


4

als f�unfte Komponente von 
 geshrieben wurde.

Wegen 


2

= 1 gilt

�

2

= 1 ) � = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

) 2 S

3

Seien � = (�

1

; �

2

; �

3

) irgendwelhe Koordinaten auf S

3

(z.B. Eulerwinkel

wegen S

3

' SU(2) ), d.h. � = �(�). F�ur die metrishe Matrix in den

Koordinaten (�

1

; �

2

; �

3

; x) auf S

4

haben wir dann

�

2

= 1 )

d

d�

i

�

2

= 2�

d�

d�

i

= 0

) g

�

i

x

=

d


d�

i

�

d


dx

= sin x os x �

d�

d�

i

= 0

und somit in Blokshreibweise

(g

ij

) =

 

g

�

i

�

j

0

0 g

xx

!

mit g

xx

= 1. F�ur die metrishe Matrix auf S

3

in den Koordinaten �

1

; �

2

; �

3

haben wir

g

S

3

ij

=

d�

d�

i

�

d�

d�

j

) g

�

i

�

j

= sin

2

x g

S

3

ij

p

g = sin

3

x

q

g

S

3

F�ur 2

S

3

setzen wir x = � f�ur den Ortsvektor und �

i

= �

i

f�ur die Koordinaten

auf S

3

in die De�nition ein. Aus der De�nition von 2

S

4

und 2

S

3

folgt dann

2

S

4

=

1

sin

2

x

2

S

3

+

1

sin

3

x

d

dx

sin

3

x

d

dx
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Damit lautet die BS-Gleihung nun

"

1

sin

2

x

2

S

3

+

1

sin

3

x

d

dx

sin

3

x

d

dx

� 2

#

�

1 +

1

4

(�


4

)

2

�

 (
) = ��

2

�

0

 (
)

Weiter setzen wir

z = os x = 


4

2 [�1; 1℄

und wir erhalten mit

�(z; �) :=

�

1 +

1

4

(�z)

2

�

 (
)

h(z) :=

�

2

�

0

1 +

1

4

(�z)

2

die Gleihung

 

1

1� z

2

2

S

3

+ (1� z

2

)

d

2

dz

2

� 4z

d

dz

� 2 + h(z)

!

�(z; �) = 0

Diese Gleihung hat eine �ahnlihe Struktur wie z.B. die Shr�odingergleihung

in Kugelkoordinaten mit einem rotationssymmetrishen Potential. Dort suht

man ein vollst�andiges System von Funktionen auf S

2

(Kugel�ahenfunktionen)

und gelangt mit dem Ansatz  (~x) = R

nl

(r)Y

lm

(r̂) zu einer Gleihung f�ur

R

nl

(r) in nur einer Variablen (Radialgleihung). Analog suhen wir nun

hier ein vollst�andiges System von Funktionen auf S

3

. Dabei verwenden wir

die Isomorphie S

3

' SU(2). Dann sind irreduzible Darstellungen von SU(2)

gegeben durh lineare OperatorenD(�) auf (2j+1)-dimensionalen komplexen

Vektorr�aumen V

D(�) : V ! V

h jm jD(�) j jm

0

i =: D

j

mm

0

(�)

Dabei sind D

j

mm

0

(�) die aus der Quantenmehanik bekannten Wignershen

D-Funktionen. Es gilt nun der Satz von Peter und Weyl:

Durhl�auft D alle irreduziblen endlihdimensionalen Darstellungen einer

kompakten GruppeG, so bilden die entsprehenden D-Funktionen ein vollst�andiges

System von Funktionen auf G, d.h. jede Funktion � : G ! C kann nah

ihnen entwikelt werden.
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Damit bilden die Wignershen D-Funktionen D

j

mm

0

(�) ein vollst�andiges

System auf S

3

' SU(2). Wir mahen daher den speziellen Ansatz

�(z; �) =: f(z)D

j

mm

0

(�)

Es gilt nun

2

S

3

D

j

mm

0

(�) = �4j(j + 1)D

j

mm

0

(�)

Setzen wir noh 2j+1 = n 2 f1; 2; 3; : : :g ) 4j(j+1) = n

2

� 1, so erhalten

wir in Analogie zur Radialgleihung

(1� z

2

) f

00

(z)� 4z f

0

(z)�

n

2

� 1

1� z

2

f(z)� 2f(z) + h(z) f(z) = 0 (1)

mit f

0

(z) = (df(z)) = (dz). Es ist uns also gelungen, die euklidishe BS-

Gleihung durh Ausnutzen der Symmetrie auf eine einfahe Di�erentialgle-

ihung in einer Variablen umzushreiben.

In Itzykson-Zuber, QFT, S.491 Formel (10-70) wird die folgende Formel

angegeben:

(1� z

2

) g

00

(z)� 2(n� 1)z g

0

(z)� n(n� 1) g(z) + h(z) g(z) = 0 (2)

Diese Gleihung ist �aquivalent zu unserer Gleihung (1). Dazu multipliziert

man Gleihung (2) mit (1 � z

2

)

a

und setzt in Gleihung (1) f(z) = (1 �

z

2

)

a

g(z). Wie man beim Vergleih erkennt, muss man a = �(n+1)=2 setzen.

4.6 Numerishe L�osung

Wir versuhen nun, Gleihung (1) zu l�osen. Es war �1 � z � 1 gewe-

sen. Zun�ahst soll die Asymptotik an den R�andern des De�nitionsbereihs

untersuht werden. Sei dazu

z =: �(1� y); y > 0; y � 1

G

�

(y) := f(�(1� y))

~

� :=

�

�m

2

� =

M

2m

) h(z) =

~

�

1

1� �

2

(1� z

2

)

�

~

�
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In niedrigster Ordnung in y lautet die asymptotishe Di�erentialgleihung zu

Gleihung (1) dann

2y G

00

�

(y) + 4G

0

�

(y)�

n

2

� 1

2y

G

�

(y)� 2G

�

(y) +

~

�G

�

(y) = 0

Da diese Gleihung niht untersheidet zwishen G

+

(y) und G

�

(y), setzen

wir G

�

(y) =: G(y). Die Gleihung l�asst sih durh den Ansatz G(y) = y

b

l�osen mit b = (n � 1)=2 oder b = �(n + 1)=2. Die zweite L�osung ist aber

divergent in y = 0 und erg�abe eine unphysikalishe Divergenz von �(q) in

q

4

= 1, ist also unbrauhbar. Damit bleibt als L�osung

G(y) = y

(n�1)=2

; dabei war n 2 f1; 2; 3; : : :g

und wir haben

f(z) � (1� z)

(n�1)=2

�

�

1

2

(1� z

2

)

�

(n�1)=2

; f�ur z ! 1

f(z) � (1 + z)

(n�1)=2

�

�

1

2

(1� z

2

)

�

(n�1)=2

; f�ur z ! �1

) f(z) � onst � (1� z

2

)

(n�1)=2

; f�ur jzj ! 1

Wir mahen nun den Ansatz

f(z) =:

1

p

1� z

2

F (z)

) F (z) � (1� z

2

)

n=2

; f�ur jzj ! 1

Damit hat F (z) das gleihe asymptotishe Verhalten in jzj ! 1 wie die assozi-

ierten Legendre-Polynome P

n

k

(z), was auh der Sinn dieser Transformation

war. Die Di�erentialgleihung lautet nun

(1� z

2

)F

00

(z)� 2z F

0

(z) +

 

�

n

2

1� z

2

+ h(z)

!

F (z) = 0

Wegen des asymptotishen Verhaltens von F (z) an den R�andern liegt es

nahe, diese Gleihung in einer Basis aus assoziierten Legendre-Polynomen

P

n

k

(z) zu l�osen. Man kann dabei die Legendre-Di�erentialgleihung

(1� z

2

)P

n

k

(z)

00

� 2z P

n

k

(z)

0

+

 

k(k + 1)�

n

2

1� z

2

!

P

n

k

(z) = 0
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ausnutzen, indem man in die Di�erentialgleihung f�ur F (z) einen Term

(k(k + 1)� k(k + 1))F (z) = 0 einf�ugt, so dass gilt

(1�z

2

)F

00

(z)�2z F

0

(z)+

 

k(k + 1)�

n

2

1� z

2

!

F (z)+[h(z)� k(k + 1)℄ F (z) = 0

Es gilt nun der Satz (Bronstein S.448):

Das System der zu jedem n � 0 zugeordneten P

n

k

(z) mit k = n; n+1; : : :

ist in L

2

(�1; 1) vollst�andig.

Wir entwikeln daher

F (z) =

1

X

k=n



k

P

n

k

(z)

wobei die Reihe nat�urlih bei der tats�ahlihen numerishen Rehnung bei

einem k = N abgebrohen werden muss. Damit haben wir

1

X

k=n



k

 

~

�

1� �

2

(1� z

2

)

� k(k + 1)

!

P

n

k

(z) = 0

,

1

X

k=n



k

�

�

2

(1� z

2

) k(k + 1)� k(k + 1) +

~

�

�

P

n

k

(z) = 0

wobei wir h(z) ausgeshrieben haben mit � = M=(2m). Man kann nun mit

P

n

k

0

(z) multiplizieren und das Integral

R

1

�1

dz bilden. Als Ergebnis erh�alt man

aus der unteren Gleihung ein verallgemeinertes Eigenwertproblem der Form

�

2

A+B(

~

�)  = 0

in Matrixshreibweise, das sih mit Standardmethoden l�osen l�asst und mit

dem man zu gegebenem

~

� = �=(�m

2

) das � =M=(2m) und somitM ausreh-

nen kann. Umgekehrt kann man auh mit der oberen der beiden Gleihungen

zu gegebenem � das

~

� berehnen. Die von uns gefundenen Ergebnisse stim-

men mit denen von Wik und Cutkosky �uberein.
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5 Symmetriebrehung in der QCD

Ausgearbeitet von J�org Resag

5.1 Beshreibung von Symmetrien

Sei eine Lagrangedihte L gegeben, die von Fermionfeldern  (x) abh�angt

und die invariant sei unter dem Wehsel

 (x) �! B (x)

wobei  (x) = ( 

1

(x); : : : ;  

n

(x)) und (B (x))

i

= B

ij

 

j

(x) mit B

+

B = 1.

Der Index kann z.B. f�ur die Flavor stehen.

Nah der 2-ten Quantisierung wird aus  (x) der Feldoperator 	(x). Man

kann nun formal versuhen, B in den Fokraum zu liften mit

	(Bv) =: U

B

	(v)U

�1

B

() B

+

	(x) =: U

B

	(x)U

�1

B

Falls U

B

j0i = j0i gilt, ist U

B

der Lift von B. Andernfalls ist evtl. ein

solhes U

B

auf dem Fokraum gar niht streng de�niert, da es vershiedene

Fokr�aume ineinander �uberf�uhren kann (vgl. sp�ater).

Sei B nun eine unit�are Darstellung einer r-dimensionalen kompakten

Liegruppe G auf C

n

, d.h.

B = exp(

r

X

s=1

a

s

T

s

)

mit den antihermiteshen Generatoren T

s

. Die Strukturkonstanten C

ab

sind

dabei gegeben durh

[T

a

; T

b

℄ = C

ab

T



Sei nun

Q

s

(t) :=

Z

d

3

x	

+

i

(x)T

s

ij

	

j

(x)

wobei f�ur den Antikommutator der Feldoperatoren gelte

f	

i

(t; ~x);	

+

j

(t; ~y)g = Æ

ij

Æ

3

(~x� ~y)
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Wir verwenden nun die folgenden Beziehungen

(AfB;Cg � fA;CgB) = ABC + ACB � ACB � CAB =

= [AB;C℄ = �[C;AB℄

=) [AB;CD℄ = �ACfD;Bg+ AfC;BgD � CfD;AgB + fC;AgDB

und zeigen damit leiht, dass die Q

s

(t) dieselben Vertaushungsrelationen

wie die Generatoren T

s

erf�ullen:

[Q

a

(t); Q

b

(t)℄ = C

ab

Q



(t)

Die Q

s

(t) bilden also f�ur festes t eine Darstellung der Lie-Algebra von G.

Weiter kann man leiht nahrehnen

[	

i

(t; ~x); Q

s

(t)℄ = T

s

ij

	

j

(t; ~x)

F�ur eine in�nitesimale Transformation testen wir nun, ob

U

B

= 1 + aQ

s

(t) f�ur B = 1 + aT

s

gilt. Wir berehnen also (mit x = (t; ~x))

U

B

	

i

(x)U

�1

B

= (1 + aQ

s

(t))	

i

(x)(1� aQ

s

(t)) =

= 	

i

(x)� a[	

i

(x); Q

s

(t)℄ +O(a

2

) =

= (1� aT

s

ij

)	

j

(x) =

= B

+

ij

	

j

(x)

Da die Q

s

(t) eine Darstellung der Lie-Algebra bilden, bilden die

U

B

(t) = exp(

r

X

s=1

a

s

Q

s

(t))

also eine (Strahl-)Darstellung der Gruppe G. Ob diese U

B

wohlde�nierte Op-

eratoren auf dem Fokraum sind, ist dabei noh unklar. Man kann n�amlih

leiht nahrehnen, dass z.B. f�ur freie Dirafelder gilt:

kQ

s

(t) j0i k

2

=< 0jQ

s+

(t)Q

s

(t) j0i =1
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Andererseits bilden auh die normalgeordneten : Q

s

(t) : eine Darstellung der

Lie-Algebra. Wir haben also f�ur freie Dirafelder

Q

s

(t) j0i 6= 0 =) U

B

j0i = exp(

r

X

s=1

a

s

Q

s

(t)) j0i 6= j0i

: Q

s

(t) : j0i = 0 =) : U

B

: j0i =: exp(

r

X

s=1

a

s

Q

s

(t)) : j0i = j0i

Wenn U

B

j0i 6= j0i ist, spriht man davon, dass die durh die Gruppe G

beshriebene Symmetrie von L im Fokraum spontan gebrohen ist, da sie

zwar f�ur L gilt, niht aber auf den Zust�anden des Hilbertraums realisiert

ist. U

B

ist dann kein wohlde�nierter Operator auf dem Fokraum, da er

Vakua aus vershiedenen disjunkten Fokr�aumen aufeinander abbildet, also

in einem gewissen h�oheren Raum operiert.

5.2 Goldstone-Teilhen

Um einen hermiteshen Operator zu erhalten, de�nieren wir ab jetzt abwe-

ihend zu oben

Q

s

(t) :=

Z

d

3

x	

+

i

(x)(�iT

s

ij

)	

j

(x)

=) U

B

= exp(i

r

X

s=1

a

s

Q

s

(t))

Dann ist

Q

s

(t) =

Z

d

3

x J

s

0

(x)

wobei J

s

�

(x) der erhaltene N�otherstrom zur Invarianztrafo  ! B von L

ist. Falls nun die Symmetrie spontan gebrohen ist, d.h. Q

s

(t) j0i 6= 0, so ist

wegen der Translationsinvarianz des Vakuums

kQ

s

(t) j0i k

2

=

D

0

�

�

� (Q

s

(t))

2

�

�

� 0

E

=

=

�

0

�

�

�

�

Z

d

3

x J

s

0

(x)Q

s

(t)

�

�

�

�

0

�

=

= h 0 jJ

s

0

(0)Q

s

(0) j 0 i

Z

d

3

x =1
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wie oben bereits gezeigt. Q

s

(t) ist also dann kein wohlde�nierter Operator

auf dem Fokraum.

Wir betrahten nun als Fokraum niht nur den Mehrteilhenraum zu den

Feldern, die in L explizit vorkommen, sondern wir nehmen weiter alle die

freien Zust�ande hinzu, die durh die betrahtete Theorie beshrieben werden

sollen, z.B. gebundene Zust�ande. Sei nun �(x) ein Feldoperator auf diesem

Fokraum, so dass zu Matrixelementen h 0 j�(x) j n i nur Einteilhenzust�ande

beitragen sollen. Man sagt nun genauer als oben, dass eine Symmetrie dann

spontan gebrohen heisst, wenn es ein solhes �(x) gibt mit

h 0 j [Q

s

(t); �(0)℄ j 0 i = � 6= 0

Die Stromerhaltung f�ur den N�otherstrom liefert

0 =

Z

d

3

x [�

�

J

s�

(x); �(0)℄ =

= �

0

Z

d

3

x [J

s

0

(x); �(0)℄ +

Z

d

3

x [r

~

J

s

(x); �(0)℄ =

= �

0

[Q

s

(t); �(0)℄ +

Z

j~xj!1

d

~

A [

~

J

s

(x); �(0)℄ =

=

d

dt

[Q

s

(t); �(0)℄

d.h. � ist zeitunabh�angig.

Wir shieben nun zwishen Q

s

(t) und �(0) ein vollst�andiges System ein.

Wegen den Eigenshaften von �(x) gen�ugt es, sih auf Einteilhenzust�ande

zu beshr�anken. Ein solhes System von Zust�anden mit sharfem Impuls p ist

gegeben durh jpni, wobei n alle weiteren n�otigen Quantenzahlen meint und

p

2

= m

2

n

� 0 gilt. Die Normierung sei so gew�ahlt, dass die Poinaregruppe

unit�ar auf diesen Zust�anden dargestellt ist:

hp

0

n

0

jpni = (2�)

3

2p

0

n

Æ

nn

0

Æ

3

(~p

0

� ~p) ; p

0

n

> 0

1 =

X

n

Z

d

3

p

(2�)

3

2p

0

n

jpni hpnj

Damit ist

� =

X

n

Z

d

3

p

(2�)

3

2p

0

n

(h 0 jQ(t) j pn i h pn j�(0) j 0 i � h 0 j�(0) j pn i h pn jQ(t) j 0 i) =
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= lim

V!1

X

n

Z

d

3

p

(2�)

3

2p

0

n

Z

V

d

3

x

(h 0 jJ

0

(x) j pn i h pn j�(0) j 0 i � h 0 j�(0) j pn i h pn jJ

0

(x) j 0 i)

Wir verwenden nun J

0

(x) = e

ipx

J

0

(0)e

�ipx

. Weiter ist

lim

V!1

Z

V

d

3

x e

�i~p~x

= Æ

3

(~p)

=) lim

V!1

Z

V

d

3

x

Z

d

3

p f(~p) e

�i~p~x

= lim

j~pj!0

f(~p)

und somit

� = lim

j~pj!0

X

n

1

(2�)

3

2p

0

n

(e

�ip

0

n

t

h 0 jJ

0

(x) j pn i h pn j�(0) j 0 i � e

+ip

0

n

t

h 0 j�(0) j pn i h pn j J

0

(x) j 0 i)

Da � zeitunabh�angig und 6= 0 war, muss es einen Zustand jpni geben mit

lim

j~pj!0

p

0

n

= 0; d.h.m

n

= 0

lim

j~pj!0

1

p

0

n

h 0 jJ

0

(x) j pn i h pn j�(0) j 0 i 6= 0

Diesen Zustand nennt man Goldstone-Teilhen.

5.3 Brehung von Symmetrien in der QCD

Im Folgenden wollen wir uns mit der starken Wehselwirkung besh�aftigen.

Die Lagrangedihte der QCD ist gegeben durh

L

QCD

=

N

f

X

k=1

�

 

k

(x) (i

�

�

�

� qA

�

(x)�m

k

) 

k

(x) + Gluonterme

wobei N

f

die Zahl der betrahteten Flavors ist. Die Massenmatrix wurde

bereits diagonalisiert. In der Weyl-Basis sind die links- und rehtsh�andigen

Felder gegeben durh

 

L

(x) =

 

�(x)

0

!

 

R

(x) =

 

0

�(x)

!

49



mit  (x) =  

L

(x) +  

R

(x). Wir verwenden die bereits fr�uher eingef�uhrten

Bezeihnungen (siehe das Kapitel Spinoren und die Diragleihung) und shreiben

in der Weyl-Basis

L

QCD

=

N

f

X

k=1

n

�

+

k

(x) ~�

�

(i�

�

� qA

�

(x)) �

k

(x) + �

+

k

(x) �

�

(i�

�

� qA

�

(x)) �

k

(x) +

� (�

+

k

(x)�

k

(x) + �

+

k

(x)�

k

(x))m

k

o

+ Gluonterme

Wir beshr�anken uns nun auf die Flavor up und down (N

f

= 2). Dann ist

ann�ahernd m

u

= m

d

=: m und L

QCD

ist invariant unter  

i

(x) ! g

ij

 

j

(x)

mit g 2 U(N

f

) = SU(N

f

)
 U(1).

Da typishe Hadronmassen um 2 bis drei Gr�ossenordnungen �uber den

Stromquarkmassen der leihten Quarks up und down liegen, liegt es nahe,

die Massenterme in der Lagrangedihte der QCD zu vernahl�assigen und sie

sp�ater z.B. st�orungstheoretish zu behandeln. Dann ist L

QCD

invariant unter

�

i

(x) �! g

ij

�

j

(x)

�

i

(x) �! g

0

ij

�

j

(x)

mit g
g

0

2 (SU(2)

L


U(1)

L

)
(SU(2)

R


U(1)

R

). Links- und rehtsh�andige

Felder k�onnen also unabh�angig voneinander transformiert werden. Diese

Symmetrie wird aber auf dem Fokraum niht realisiert sein, wie das Exper-

iment durh das Fehlen entsprehend entarteter Zust�ande nahelegt. Sei

g = B

L

� ; B

L

2 SU(2)

L

; � 2 U(1)

L

g

0

= B

R

�

0

; B

R

2 SU(2)

R

; �

0

2 U(1)

R

Die hiralen Transformationen bestehen aus der Untergruppe mit B

L

=

B

R

= 1; �

0

= �

�1

, d.h. in der Weyl-Basis ist

 �!  

0

=

 

��

�

�1

�

!

= e

i'

5

mit



5

=

 

1 0

0 �1

!

; � = e

i'
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Man nimmt an, dass diese Symmetrie in der QCD gebrohen ist (z.B. durh

Instantone�ekte). Dies kann man durh spontane Symmetriebrehung erre-

ihen, oder aber in einer e�ektiven Theorie mit einem Hamiltonoperator, der

diese Symmetrie explizit briht.

Betrahten wir nun die hirale Flavorsymmetrie SU(2)

L


 SU(2)

R

. Wir

werden im Folgenden annehmen, dass diese Symmetrie spontan auf die di-

agonale Untergruppe SU(2) heruntergebrohen wird. Dazu de�nieren wir

Operatoren

~

Q

L

=

Z

d

3

x �

+

(x)~��(x)

~

Q

R

=

Z

d

3

x �

+

(x)~��(x)

U = exp(

i

2

( ~a

L

~

Q

L

+ ~a

R

~

Q

R

))

wobei �(x); �(x) jetzt Feldoperatoren sind und U eine Darstellung von SU(2)

L




SU(2)

R

liefert. ~� sind die Paulimatrizen. Es gilt:

~a

L

~

Q

L

+ ~a

R

~

Q

R

=

1

2

(~a

L

+ ~a

R

)(

~

Q

L

+

~

Q

R

) +

1

2

(~a

L

� ~a

R

)(

~

Q

L

�

~

Q

R

)

Wir nehmen nun an, dass die Symmetrie spontan so gebrohen ist, dass

das Vakuum nur noh invariant ist, falls ~a

L

= ~a

R

, d.h. falls sih links-

und rehtsh�andige Felder gleih transformieren. Das Vakuum sei also nur

invariant unter der diagonalen Untergruppe SU(2) � SU(2)

L


SU(2)

R

, d.h.

exp(

i

4

(~a

L

+ ~a

R

)(

~

Q

L

+

~

Q

R

)) j0i = j0i

exp(

i

4

(~a

L

� ~a

R

)(

~

Q

L

�

~

Q

R

)) j0i 6= j0i

Man beahte dabei, dass die Operatoren

exp(

i

4

(~a

L

+ ~a

R

)(

~

Q

L

+

~

Q

R

))

eine Darstellung der SU(2)-Gruppe bilden, w�ahrend die Operatoren

exp(

i

4

(~a

L

� ~a

R

)(

~

Q

L

�

~

Q

R

))
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�uberhaupt keine Gruppe bilden. Wir de�nieren nun die ahsiale Ladung

durh

~

Q

A

=

~

Q

L

�

~

Q

R

=

Z

d

3

x	

+

(x)

5

~�	(x)

Die Symmetriebrehung l�asst sih also ausdr�uken durh

~

Q

A

j0i 6= 0

Sei weiter

J

k

A;�

(x) =

�

	(x)

�



5

�

k

	(x)

der ahsiale Strom, so dass Q

k

A

=

R

d

3

x J

k

A;0

(x). Da wir Massenterme in L

QCD

vernahl�assigen, ist dieser Strom ein erhaltener N�otherstrom mit �

�

J

k

A;�

(x) =

0.

5.4 Pionen als Goldstoneteilhen, PCAC

Wie oben gezeigt, existieren nun 3 Goldstoneteilhen zu dieser spontan ge-

brohenen Symmetrie. Praktisherweise geht man nun auf sph�arishe Kom-

ponenten �

m

; m = +;�; 0 �uber. Wir beshr�anken uns im Folgenden auf ein

festes m und lassen m weg.

Das entsprehende Goldstoneteilhen (mit sharfem Impuls p) sei mit

jA; pi bezeihnet. Betrahten wir zun�ahst das Matrixelement h 0 jJ

A;�

(0) j A; p i.

Wie wir sehen werden, ist f�ur den Spin s eine m�oglihe Wahl s = 0, auf die

wir uns ab jetzt beshr�anken. Um die Lorentzstruktur dieses Matrixelements

zu erhalten, beahten wir, dass dann gilt:

U

�

jA; pi = jA;�pi

U

�

	(0)U

�1

�

= S(�

�1

)	(0)

=) U

�

J

A;�

(0)U

�1

�

= (�

�1

)

�

�

J

A;�

(0)

(�

�1

)

�

�

= �

�

�

Damit erhalten wir

h 0 jJ

A;�

(0) j A; p i =

D

0

�

�

�U

�1

UJ

A;�

(0)U

�1

U

�

�

� A; p

E

=

= �

�

�

h 0 jJ

A;�

(0) j A;�p i
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Man beahte, dass dabei die Unitarit�at von U

�

und somit die Normierung

von jA; pi eingeht. Multipliziert man von links mit p

�

und summiert, so folgt

p

�

h 0 j J

A;�

(0) j A; p i = �

�

�

p

�

h 0 jJ

A;�

(0) j A;�p i

Setzt man

p

�

h 0 j J

A;�

(0) j A; p i =: f(p)

so folgt also

f(�p) = f(p) =) f(p) = g(p

2

) = g(m

2

A

) = onst

Der einzige Vierervektor, dessen Skalarprodukt mit p

�

nur noh eine Funktion

von m

A

ist, ist p

�

(bis auf einen konstanten Vorfaktor). Also ist

h 0 j J

A;�

(0) j A; p i = (m

A

) p

�

Ferner sieht man daran, dass jA; pi ein Teilhen mit negativer Parit�at sein

muss. Da es insgesamt 3 dieser Teilhen mit vershiedenen Isospinkompo-

nenten k geben muss, identi�ziert man jA; pi experimentell mit den Pionen.

Wir de�nieren nun einen Feldoperator a

+

(p) durh

jA; pi =: a

+

(p) j0i

Sei a(p) der dazu adjungierte Operator. Aus der Normierung von jA; pi geht

hervor, dass

[a(p); a

+

(p

0

)℄ = (2�)

3

2p

0

Æ

3

(~p� ~p

0

)

Den zugeh�origen Feldoperator im Ortsraum de�nieren wir durh

�(x) :=

Z

d

3

p

(2�)

3

2p

0

(a(p)e

�ipx

+ a

+

(p)e

ipx

)

Damit haben wir

h 0 j�(0) j A; p i =

Z

d

3

k

(2�)

3

2k

0

D

0

�

�

� a(k) a

+

(p)

�

�

� 0

E

= 1

Aus dem Goldstone-Theorem oben folgt damit, dass

lim

j~pj!0

1

p

0

h 0 j J

A;0

(0) j A; p i hA; p j�(0) j 0 i = (m

A

) 6= 0

53



Experimentell identi�ziert man (m

A

) mit der shwahen Pion-Zerfallskonstante,

wobei allerdings k = 1; 2 zu nehmen ist, da nur f�ur die geladenen Pionen diese

Zahl experimentell bekannt ist. Auf eine genauere Betrahtung des Isospins

soll hier aber niht eingegangen werden.

Aus der Translationsinvarianz

J

A;�

(x) = e

ipx

J

A;�

(0)e

�ipx

=) h 0 jJ

A;�

(x) j A; p i = e

�ipx

h 0 jJ

A;�

(0) j A; p i

und der Stromerhaltung �

�

J

A;�

(x) = 0 folgt

0 = �

�

h 0 jJ

A;�

(x) j A; p i = �im

2

A

(m

A

)

und wegen (m

A

) 6= 0 haben wir somit m

A

= 0. Das Goldstoneboson ist also

masselos wie erwartet. Da jedoh die Pionen eine (wenn auh kleine) Masse

besitzen, ist unser Shema hier nur als N�aherung zu verstehen, das nur im

Limes vershwindender Quarkmassenterme in L

QCD

gilt.

F�ur nihtvershwindende Quarkmassenterme ist also nun m

A

= m

�

> 0

und �

�

J

A;�

(x) 6= 0. Wegen h 0 j�(0) j A; p i = 1 und der Translationsinvari-

anz k�onnen wir shreiben

�

�

h 0 jJ

A;�

(x) j �; p i = �im

2

�

(m

�

) h 0 j�(x) j �; p i

Das Experiment legt nun die Annahme nahe, dass man allgemein in Matrix-

elementen zwishen den leihtesten hadronishen Zust�anden

�

�

J

A;�

(x) = �im

2

�

(m

�

)�(x)

als N�aherung shreiben darf (PCAC, partially onserved axial-vetor ur-

rent). Praktish bedeutet das, dass man annimmt, dass f�ur Impuls�ubertr�age

jq

2

j � m

2

�

Matrixelemente von �

�

J

A;�

(x) dominiert werden durh einen Pio-

npol der Form 1=(q

2

�m

2

�

).
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6 Vielteilhenwellenfunktionen

Ausgearbeitet von Claus M�unz

Zur Beshreibung eines Einteilhenzustandes mit Masse m und positiver

Energie gen�ugt, wie wir in Abshnitt 1.7 sahen, die Angabe einer Funktion

� : H

+

m

! C

2

wobei H

�

m

die positive bzw. negative Massenshale angibt

H

�

m

= fp 2 R

4

; p

2

= m

2

; sign(p

0

) = �1g

Zur Beshreibung von k untersheidbaren Teilhen ben�otigen wir Funktionen

auf dem k-fahen Tensorprodukt dieser R�aume

�

1


 :::
 �

k

: 


k

H

+

m

! 


k

C

2

Anmerkung: Bei mehreren ununtersheidbaren Fermionen muss die Wellen-

funktion dem Pauli-Prinzip gen�ugen. Der Mehrteilhenhilbertraum ist dann

durh die �aussere Algebra oder den Fokraum �H

+

m

von H

+

m

gegeben. Es ist

�H

+

m

=

1

X

n=0

�

n

H

+

m

wobei

�

n

H

+

m

� 


n

H

+

m

als Teilmenge des n-fahen Tensorraumes von H

+

m

die shiefen Tensoren be-

zeihnet, d.h.

�

1

^ ::: ^ �

n

=

X

�2S

n

sign (�) �

�(1)


 :::
 �

�(n)

Bei Bosonen werden analog nur Wellenfunktionen aus dem symmetrishen

Teil des Tensorraumes verwendet.

Sei nun g ein Element der Lorentzgruppe und � = �(g) die entsprehende

Transformationsmatrix f�ur Vierervektoren, so ist die Darstellung D(g) von g

im k-fahen Tensorraum gegeben durh

D(g) (�

1

(p

1

)
 :::
 �

k

(p

k

)) = g �

1

(�

�1

p

1

)
 :::
 g �

k

(�

�1

p

k

)
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Das Skalarprodukt ist dann analog zum Einteilhenfall folgendermassen de-

�niert:

< �

0

1


 :::
 �

0

k

j�

1


 :::
 �

k

> =

Z

d

3

p

1

p

0

1

�

0�

1

(p

1

)~�(p

1

)�

1

(p

1

):::

Z

d

3

p

k

p

0

k

�

0�

1

(p

k

)~�(p

k

)�

1

(p

k

)

Wir verwenden im folgenden die bra-ket Shreibweise: j > gibt dabei den

Vektor aus dem jeweiligen Tensorraum an, < j den hermitesh-adjungierten

Vektor und < j > ist das oben de�nierte Skalarprodukt.

6.1 Zweiteilhenwellenfunktionen

Wir setzen die Wellenfunktion f�ur einen Zweiteilhenzustand mit Gesamtim-

puls

~

P =

~

0, Shwerpunktsenergie M > 2m und relativem Bahndrehimpuls-

zustand lm folgendermassen an:

 (Me

0

; �

1

; �

2

; lm)(p

1

; p

2

) = Æ

(4)

(Me

0

� p

1

� p

2

)

�(p

1

)

1=2

�

1


 �(p

2

)

1=2

�

2

Y

lm

(



p

1

):

Hierbei sind �

1

und �

2

feste, d.h. vom Impuls p unabh�angige Zweierspinoren

und de�nieren den Spinzustand der beiden Teilhens in ihrem jeweiligen Ruh-

esystem,



p

1

ist der auf 1 normierte r�aumlihe Vektor ~p

1

. Das Wurzelziehen

der Matrix �(p) ist f�ur p

2

= m

2

> 0 erlaubt, da diese positiv-de�nit ist.

Die Transformation eines Systems mit Ruhemasse M in einen Zustand mit

Gesamtimpuls P wird durh folgende Matrix bewirkt:

g

P

= �

�

P

M

�

1=2

;

wobei

P

2

=M

2

Es gilt also mit �

P

:= �(g

P

) f�ur die Transformation des Viererimpulsvektors:

�

P

(Me

0

) = P;
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damit ist �

�

P

M

�

1=2

ein Boost.

Die Wurzel einer beliebigen Matrix �(p) kann man explizit angeben:

�(p)

1=2

=

1

q

2(p

0

+ (p

2

)

1=2

�

�(p) + (p

2

)

1=2

�

:

Dies sieht man folgendermassen: F�ur k

2

= m

2

gilt:

m

2

+ �(k)

2

=M

2

+ ((k

0

)

2

+

~

k)� 2k

0

~�(

~

k) = 2k

0

�(k)

De�niere nun

�(p) = �(k)

2

) �(p)

1=2

= �(k)

KoeÆzientenvergleih liefert dann:

p

0

= 2(k

0

)

2

�m

2

Ausserdem ist

p

2

= det �(p) = det �(k)

2

= m

4

und damit

k

0

=

s

p

0

+ (p

2

)

1=2

2

Der Beweis folgt durh Einsetzen von k

0

; m

2

und �(k) in die Gleihung f�ur

�(k)

2

.

Anmerkung: Man kann die Matrix g

P

auh in der folgenden Form darstellen:

g

P

= exp(u

P

~

P

j

~

P j

�

~�

2

)

= osh

u

P

2

+

~

P

j

~

P j

sinh

u

P

2

wobei

u

P

= artanhj

~

V j ; osh u

P

= 

P

Die Darstellung T

g

P

von g

P

im Raum der Bispinoren l�asst sih shreiben

als

T

g

P

�(p) = g

P

�

�1�

�(p)
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wobei �

�

hier ein Operator im Raum der Bispinoren ist, der das Argument

der Funktion mit � transformiert:

�

�

�(x) = �(�(x)):

F�ur die Wellenfunktionen mit Gesamtviererimpuls P erh�alt man shliesslih

explizit:
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P
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2

)

1=2

�

2

:

Betrahte nun das Verhalten dieser Wellenfunktionen unter beliebigen

Lorentztransformationen g. Es ist zu zeigen, dass sih die Funktionen rihtig

transformieren.

Es ist

T

g

= g 
 g �

�1�

und

T

g

P

= �

1=2

(

P

M

) 
 �

1=2

(

P

M

) �

�1�

P

Hintereinandershalten der *-Abbildung liefert:

�

�1�

�

�1�

P

=

�

�(g) �(�(

P

M

))

�

�1�

= �

�

g �(

P

M

)

�

�1�

und gew�ahrleistet somit die Darstellungseigenshaft.

Das Produkt der beiden Matrizen 2 SL(C

2

) l�asst sih in eine hermiteshe,

positiv de�nite Matrix h und eine Matrix u 2 SU(2), d.h. in einen Boost

und eine Drehung zerlegen:

g �(

P

M

)

1=2

=: g

0

=: h u

mit

h = (g

0

g

0+

)

1=2
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und einer im allgemeinen von P und g abh�angigen Matrix

u(P; g) = h

�1

g

0

F�ur h erh�alt man in unserem Fall:

h =

 

g�(

P

M

)
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�(

P

M
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Man erh�alt shliesslih:

T
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g
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Æ T

u

Wir untersuhen jetzt die Wirkung von T

u

auf die Wellenfunktion. Sei

wiederum �(u) =: �

u

. Wegen
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u
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erh�alt man
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) D

l

m

0

m

(u)

wobei D

l

(u) die Transformationsmatrizen f�ur einen Tensor l-ter Stufe bei der

u entsprehenden Drehung sind. Die gesamte Lorentztransformation g ergibt

sih somit zu

T

g

 (P; �

1
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l
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0

m
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Es zeigt sih also, dass sih der Gesamtimpuls mit � , die Spinoren mit u

und der Bahndrehimpuls mit D

l

(u) transformiert, die Funktionen verhalten

sih also korrekt unter Lorentztransformationen.

Die Vollst�andigkeit des Basissystems im Spinorraum ist klar, im Impulsraum

ergeben die urspr�unglih sehs freien Parameter der beiden Teilhen die vier

Gesamtimpulskoordinaten und den Rihtungsvektor zwishen den beiden

Teilhen, f�ur den die Kugel�ahenfunktionen eine vollst�andige Basis bilden.

Betrahten wir nun das Skalarprodukt zweier Zweiteilhenwellenfunktionen

und zeigen ihre Orthogonalit�at:
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g

+

P

e
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=
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�

�

�
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P

(p

1

)

�

und die Beziehung

e

�
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(p)�

1=2

(p) = m ;

so folgt mit Variablensubstitution �

�1

P

p

i

! p

0

i

und "Vershieben" der Æ-

Funktion wegen der Invarianz des Volumenelementes:
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Damit lauten die normierten Zweiteilhenwellenfunktionen:
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mit dem Zweiteilhennormierungsfaktor
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6.2 S-Matrixelemente ohne Spinwehselwirkung

Betrahte die Matrixelemente des

b

S-Operators zwishen den oben de�nierten

Zweiteilhenwellenfunktionen. Es ist:
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Da

b

S unit�ar ist, gilt:

s

l

(M) = e

iÆ

l

(M)

mit einer rellen Streuphase Æ

l

(M). Da das Problem lorentz- und damit auh

drehinvariant ist, kann die Streuphase nur von l und dem Lorentzskalar M

abh�angen. Eine Spinabh�angigkeit des Matrixelements nehmen wir vorerst

niht an.

Die Wirkung des Streuoperators

b

S auf eine beliebige Funktion 	 eines Sys-

tems aus zwei Teilhen mit Gesamtmasse M > 2m, wobei m die Einteilhen-

ruhemasse ist, l�asst sih dann mit Hilfe der oben genannten Basis
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Im folgenden wollen wir die Amplitude A n�aher bestimmen. Einsetzen der

Zweiteilhenbasiswellenfunktionen liefert:
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Die beiden letzten

e

�-Matrizen stammen aus dem Skalarprodukt im betrah-

teten Bispinorraum. Nun ist

X

�

i

�

i

�

+

i

= id und

X

m

Y

�

lm

(



p

1

) Y

lm
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) =
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4�

P

l

(os(
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Der Kosinus os(



p

1

;



p

1

0

) des Winkels zwishen den r�aumlihen Vektoren ~p

1

und ~p

1

0

l�asst sih durh die lorentzinvarianten Mandelstamvariablen

s = (p

1

+ p

2

)

2

und t = (p

1

� p

0

1

)

2

ausdr�uken. Beahte dabei, dass im Shwerpunktsystem alle 0-Komponenten

der Einteilhenimpulse gleih einer festen Energie E sind und ~p

1

= �~p

2

.

Damit folgt:
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De�nieren wir nun die invariante Streuamplitude

A(s; t) =

X

l

2l + 1

4�

e
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(s)
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l

�

1 +

2t

s� 4m

2

�

so erhalten wir f�ur die Amplitude A in der Gleihung f�ur die

b

S-Matrix:
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Unter Verwendung der Zerlegung in eine hermiteshe und eine unit�are Matrix

wie im letzten Abshnitt l�asst sih dies noh vereinfahen:

A(p

1

; p

2

; p

0

1

; p

0

2

) =

1

N

2

(2)

A(s; t) Æ
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1
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2
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1
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0
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+

�
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0

1

) 


�

1=2

(p

2

) u(p

2

; P ) u(p

0

2
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+

�
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0

2

)

e

�(p

0

1

) 


e

�(p

0

2

) e

iÆ

l

(M

2

)

Hierbei sind u(p

i

; P ) die von den beiden Impulsen P und p

i

abh�angigen

unit�aren Matrizen.
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6.3 Dreiteilhenzust�ande

Wir w�ahlen zun�ahst einen Ansatz f�ur die Dreiteilhenfunktion, bei dem das

erste Teilhen im Vergleih zu den beiden anderen einen wohlbestimmten

Relativimpuls

~

k besitzt. Die Konstruktion ist dergestalt, dass sie zur itera-

tiven Erzeugung von n-Teilhen-Wellenfunktionen verwendet werden kann.

Betrahte zun�ahst noh einmal die Zweiteilhenwellenfuktion:

 (P; �

1

; �
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; lm)(p
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Æ
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1

� p

2

)

die gestrihene Funktion enth�alt also niht mehr die Æ-Funktion. F�ur die

Dreiteilhenfunktion im Ruhesystem setzen wir an:
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~
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Dabei ist k = (k

0

;

~

k) ein Viererimpuls, dessen r�aumlihe Komponente k

0

durh die r�aumlihe Komponente

~

k und die invariante Masse M

(2)

des Sys-

tems aus Teilhen 2 und 3 �uber k

2

=M

2

(2)

festgelegt ist. Die invariante Masse

M

(2)

wiederum liegt �uber die Beziehung

q

~

k

2

+m

2

+

r

~

k

2

+M

2

(2)

=M

(3)

;

fest, was der 0-Komponente des Impulsvektors des Dreiteilhensystems in

seinem Ruhesystem entspriht.

Ein Dreiteilhenzustand mit beliebigem Viererimpuls P l�asst sih dann

wie �ublih bilden:
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Die Norm dieser Zust�ande ist dann gleih:
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Nah Auswerten der Viererdeltafunktion f�uhrt man eine Variablensubstitu-

tion �

�1

P

p

i

! p

0

i

durh und erh�alt wegen

~
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0

1

= �

~

p

0
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und M = p
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�ahnlih wie im Zweiteilhenfall (Integrationsvariable im folgenden wieder

ungestrihen):
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Man integriert �uber p

1

, f�uhrt wiederum eine Variablensubstitution �

�1

k

p
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durh und erh�alt analog dem Zweiteilhenmatrixelement:

<  

(3)

(P

0

;

~

k

0

; �

0

1

; �

0

2

; �

0

3

; l

0

m

0

)j 

(3)

(P;

~

k; �

1

; �

2

; �

3

; lm) > =

Æ

(4)

(P

0

� P ) Æ

(3)

(

~

k

0

�

~

k) m

6

Y

i

�

0

i

+

�

i

1

!

k

3

Y

i=2

Z

d

3

p

i

!

p

i

Æ

(4)

(M

(2)

� p

2

� p

3

) Y

�

l

0

m

0

(



p

2

) Y

lm

(



p

2

)

= Æ

(4)

(P

0

� P ) Æ

(3)

(

~

k

0

�

~

k) m

6

Y

i

�

0

i

+

�

i

Æ

ll

0

Æ

mm

0

1

!

k

Z

p

2

2

dp

2

!

2

2

Æ

(1)

(M

(2)

� 2!

p

2

)

66



= Æ

(4)

(P

0

� P ) Æ

(3)

(

~

k

0

�

~

k)

Y

i

�

0

i

+

�

i

Æ

ll

0

Æ

mm

0

m

6

!

k

q

M

2

(2)

� 4m

2

2M

(2)

Die normierten Dreiteilhenwellenfunktionen lauten somit im Ruhesystem:
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mit dem Normierungsfaktor:
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6.4 Crossing-Symmetrie

Eine �aussere Linie im Feynman-Diagramm kann (ohne

�

Anderung der Pfeil-

rihtung) als Teilhen im Anfangs- oder als Antiteilhen im Endzustand inter-

pretiert werden. Der

�

Ubergang von Teilhen zu Antiteilhen �andert sih die

Bedeutung des einer Linie zugeordneten Viererimpulses (Spinvariable wur-

den hier noh niht ber�uksihtigt), er entspriht dem

�

Ubergang z.B. von

einem Kanal

a+ b! + d

zu einem Crossing-Kanal, z.B.

a+

�

d! +

�

b

oder

a+ �!

�

b+ d

Die �ubrigen m�oglihen Kan�ale gehen durh Vertaushen des gesamten An-

fangs- und Endzustandes auseinander hervor und werden niht untershieden.

Betrahte z.B. die elastishe Streuung von Teilhen 1 und 2

1 + 2! 1

0

+ 2

0
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Die Mandelstamvariablen f�ur den Teilhenprozess sind dann

s
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+1 der Streuung

eines Teilhens an einem Antiteilhen mit den neuen Mandelstamvariablen:
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d.h. in der invarianten Amplitude werden s und t vertausht:
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Hierbei ist allerdings zu beahten, dass die Argumente in der Antiteilhen-

streuamplitude niht aus einem physikalish erlaubten Bereih stammen. Um

die Streuung reeller (Anti-) Teilhen zu beshreiben, muss man die Analyzit�at

der Streuamplituden fordern (wie sie z.B. bei Berehnung �uber Feynmandia-

gramme gegeben ist) und die Teilhenstreuamplitude in der s,t-Ebene ana-

lytish fortsetzen.

Bei Vertaushen von Teilhen 1 und 1', d.h. p

1

$ �p

0

2

, dr�ukt man die in-

variante Amplitude zwekm�assigerweise durh s und u aus, denn dann gehen

diese Variablen ineinander �uber.
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Anmerkung: Die hier geshilderte Crossing-Symmetrie geht �uber die CPT-

Invarianz hinaus, bei der der gesamte Anfangs- und Endzustand vertausht

wird.
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7 Unit�are Darstellungen der Poinar�egruppe

Ausgearbeitet von Uli Bohn

Im folgenden sollen unit�are Darstellungen f�ur die doppelte

�

Uberlagerungs-

gruppe der Poinar�egruppe P = SL(2;C) 
 R

4

konstruiert werden. P ist

de�niert mit dem semidirekten Produkt

(g
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; a

1

)(g
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) = (g
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g

2
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+ �(g
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2

); g

i

2 SL(2;C); a

i

2 R

4

:

Diese Darstellungen lassen sih harakterisieren durh Masse m und Spin J.

7.1 Darstellungen mit Masse m

Sei H der Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen auf SL(2;C)

H = f : SL(2;C)! C; k k <1g

mit dem Skalarprodukt

h ;  

0

i =

Z

dg  

�

(g)  

0

(g):

dg ist das linksinvariante Haarshe Mass auf SL(2;C), das invariant ist unter

den Linkstranslationen

Z

dg  

�

(g)  

0

(g) =

Z

dg  

�

(hg)  

0

(hg); h 2 SL(2;C)

und bis auf einen konstanten Faktor eindeutig ist.

Auf H ist dann durh
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 )(g
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) = e

�i

m

2

tr(g

0y

~�(a)g

0

)

 (g

�1

g

0

)

mit (g; a) 2 P; g

0

2 SL(2;C) eine Darstellung von P de�niert, d.h.
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 )(g) = (T

(g

1

g

2

; a

1

+�(g

1

)a

2

)

 )(g):

Abgesehen von dem Exponentialfaktor entspriht dies einer Linkstrans-

lation der Funktion  :
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F�ur die Generatoren der Translationen

P

�

 (g) = i

�

�a

�

(T

(1;a)

 )(g)

�

�

�

a=0

erh�alt man Eigenwerte
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mit p

2

= p

�

p

�

= m

2

: T ist eine unit�are Darstellung von P, sie ist jedoh niht

irreduzibel. Zur weiteren Ausreduktion dieser Darstellung benutzt man nun

die folgende Tatsahe.

Die Gruppe SU(2) operiert ebenfalls auf dem Hilbertraum H durh die

Rehtstranslation

(T

u

 )(g) =  (gu); u 2 SU(2):

Da T

(g;a)

im wesentlihen eine Linkstranslation ist, kommutieren die beiden

Operationen

[T

u

; T

(g;a)
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und damit kommutiert T
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auh mit den Generatoren von SU(2)
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�

�
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; l = 1; 2; 3

wobei

u

l

(t) = exp(�it�

l

=2):

Also zerf�allt der Hilbertraum H in die direkte Summe

H =

M

JM

H

JM

:

Die Unterr�aume H

JM

sind invariant unter T

(g;a)

und liefern unit�are Darstel-

lungen von T

(g;a)

. Man kann zeigen:

� Die Darstellungen auf H

JM

sind irreduzibel

� Die Darstellungen f�ur (J,M) und (J',M') sind unit�ar �aqivalent f�ur J =

J

0

und M, M' beliebig, sie sind in�aquivalent f�ur J 6= J

0

.

Bis auf

�

Aquivalenz sind die Darstellungen also eindeutg harakterisiert durh

den Gesamtdrehimpuls J und die Masse m.
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7.2 Darstellungen zu Masse m = 0

Nun werden Darstellungen zu Masse m = 0 und Helizit�at k konstruiert.

Betrahte hierzu den Hilberraum H

0

aller quadratintegrablen Funktionen

auf C

2
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die wiederum unit�ar jedoh niht irreduzibel ist. Bevor diese Darstellung auf

H
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ausreduziert wird, soll zun�ahst
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erh�alt man dann durh

Z

�

=

1

2

tr(�

�

Z) =

1

2

z

y

�

�

z;

der wegen Z

2

= detZ = 0 lihtartig ist. Die oben angegebene Darstellung

l�asst sih daher shreiben

(T

(g;a)

 )(z) = e

�iaZ

 (g

�1

z);

also

P

�

 (z) = Z

�

 (z)
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mitZ

2

= p

2

= 0. Das heisst, diese Darstellung beshreibt masselose Teilhen.

Zur weiteren Ausreduktion des Hilbertraumes H

0

betrahte die folgende

Operation von U(1) auf H

0

(T

y

 )(z) =  (zy); y 2 U(1);

Diese Darstellung ist unit�ar, und es gilt

[T

y

; T

(g;a)

℄  = 0

Die irreduziblen Darstellungen von U(1) sind eindimensional und von der

Form

� : y 7! y

k

; k 2 Z:

H

0

zerf�allt in die direkte Summe

H

0

=

M

k

H

k

;

wobei f�ur  2 H

k

mit y(t) = e

�it

gilt

(J

0

 )(z) = i

d

dt

(T

y(t)

 )(z) = k  (z)

also

(T

y

 )(z) = y

k

 (z):

Dabei entspriht k=2 der Helizit�at der masselosen Teilhen.

F�ur k = �1 (Helizit�at �1=2) ist

�(x) =

Z

d

4

z  (z) z e

�

i

2

z

�

�(x)z

mit  (zy) = y

�1

 (z) L�osung der Weyl-Gleihung

i�

�

�

�

�(x) = 0

Zum Beweis betrahte man f�ur beliebige z

i

2 C

2

; i = 1; 2; 3; 4 die Identit�at

z

y

1

�

�

z

2

z

y

3

�

�

z

4

= �(z

1

; z

3

)

�

�(z

2

; z

4

);
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wobei

�(v; w) =

t

v�w; v; w 2 C

2

antisymmetrish in den Argumenten ist. Wendet man �

�

�

�

auf �(x) an und

multipliziert von links mit �

y

, so erh�alt man im Integranden den Ausdruk

�

y

�

�

z z

y

�

�

z = �(�; z)

�

�(z; z) = 0:

Da dies f�ur beliebiges �

y

2 C

2

gilt, l�ost �(x) die Weyl-Gleihung.

F�ur k = 1 (Helizit�at 1=2) erh�alt man

�(x) =

Z

d

4

z  (z) �z

y

e

�

i

2

z

y

�(x)z

mit  (zy) = y (z) als L�osung der Weyl-Gleihung

i~�

�

�

�

�(x) = 0:

Analog lassen sih Felder zu k = 2 konstruieren

F

��

(x) =

Z

d

4

z�(�

�

z; �

�

z) (z)e

�

i

2

z

y

�(x)z

mit  (zy) = y

�2

 (z): Diese Felder sind L�osungen zu

�

�

F

��

= 0:

Wegen

1

2

�

��

��

�(�

�

z; �

�

z) = �(�

�

z; �

�

z)

folgt

~

F

��

=

1

2

�

��

��

F

��

= �iF

��

:

Das heisst, F erf�ullt die Maxwell Gleihungen.
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