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Zusammenfassung

Die hier vorliegende Sammlung schliefit an die Sammlung von Vor-
lesungen zu speziellen Themen von H.R.Petry, 1991 [Petry] an. Die
dort verwendete Notation wird auch hier benutzt.
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1 Darstellung der Poincaregruppe auf ebe-
nen Wellen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick zu Darstellungen mit Masse > 0 der
Poincaregruppe auf ebenen Wellen. Dabei wurden die Bezeichnungen aus
H.R.Petry: Eine Sammlung von Vorlesungen zu speziellen Themen
[Petry] iibernommen. Die dort hergeleiteten Zusammenhénge werden hier
vorausgesetzt (Weyl-Basis fiir s = 1/2).

Im Folgenden arbeiten wir mit der Ket-Schreibweise. Sei dazu |Z,t) ein
Vektor (genauer: eine Distribution) mit

(Zt|at) = 3@ -2
1 = /d% 17, 1) (7, ¢]
In der Weyl-Basis sind Losungen der Diracgleichung (Spin 1/2) zu scharfem

Impuls und z-Komponente des Spins s3 (wird unten noch definiert) gegeben
durch

__ ,—ipT _ —ipx 653 (p) =
wp,ss(x) =€ wss(p) =€ ( o (%) 553(]’) ) - <11?,t |p7 1/27 53>

Zu jedem festen p gibt es vier linear unabhéngige Losungen, gekennzeichnet
durch p® = ++/p2 + m?2, s3 = +1/2. Sie bilden eine Basis fiir die Losungen
der Diracgleichung. Um &, zu definieren, gehen wir ins Ruhesystem 5 = 0.

Dann ist
vomeo = ( e )

eine Losung der Diracgleichung im Impulsraum und wir haben im Ruhesy-
stem eine Spinbasis xs, gegeben durch

X1/2 = fl/Q(meo) = ( (1) )

X-1/2 = f—l/Q(meo) = ( (1) )

Wegen
(v(p) = m)(7(p) +m) =p* —m* =0
ist fiir allgemeines p

77”53 (p) = Np ('7(p) + m)¢53 (meO) =
_ (m + O'(p)) Ess (meo) . Ess (p)
- N ( (m -+ 5(p)) &y (men) ) = ( 5 (2) £, 0) >
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eine Losung von (vy(p) —m) ¢ (p) = 0.

Sei zuniichst p” > 0, und sei g, € SL(2,C) ein Boost, d.h. die zugehorige
Lorentztransformation erfiillt A, mey = p. Damit ist dann

(T o) (@) = e“meoiw(’g ( B)1> (Xsa>:

Xs3
_ i GpXss _
(97) " Xss

= e Vss(p) = Up,ss (z)

auch eine Losung von (y(p) — m)¢(p) = 0, so daB} wir sie versuchsweise
gleich der obigen Losung gesetzt haben. Die Normierungskonstanten N, ist
dann oben so zu wihlen, dafl g, € SL(2,C), d.h. det g, = 1. Durch explizites
Ausrechnen erhalten wir

N, = (det(m + a(p)) ™% = (2m(m + p°)) /2

6y — L(lJr@)

2(m + p°) m

und somit

Wir quadrieren zur Probe und erhalten
2 p
=0 | —
I (m)

1/2
w=7(3)
m

Dieses Ergebnis hatten wir auch friiher schon erhalten [Petry]. Um den Fall
p? < 0 einzuschlieBen, kénnen wir

Somit ist also

N, = (2m|m +p°)7/?

wiihlen. Fiir p° < 0 ist dann allerdings det g, = —1, so daB g, & SL(2, C) ist.

Im Folgenden beschriinken wir uns auf den Fall p° > 0. Da g, hermitesch
ist, mufl dadurch auch ein Boost dargestellt werden, da fiir Drehungen ein
unitérer Anteil notig ist (vgl. unten). Wir haben also

553(]7) = UpXss3

Upss (1) = eim< Ip Xss >

9y Xss
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denn es ist
(D P\Y?_ . (p p p\ 2 PV
R o R o R O K ) I R
m m m m m m
Zur Illustration berechnen wir explizit A, fiir einen Boost in z-Richtung
gp = 1 cosh g + 03 sinhg

Wir hatten gezeigt [Petry], daf

coshg 0 0 sinh¢
0 10 0
Ap = 0 0 1 0
sinh¢ 0 0 cosho
Durch Vergleich erhalten wir
¢ m p°
h- = —  [14+ =
oSy 2m+ ) U T m
sinh Y = [T @
2 2(m +p%) m

cosh¢ = cosh? g + sinh? % =

0

- r
m
sinh¢g = \/cosh2¢—1:@

m
so dal A, mey = p gilt.

Fiir die Normierung der Zusténde |p, 1/2, s3) erhalten wir

—

2p° 5
<plv 1/27 Sg’) |p7 1/27 S3> = /d?’l‘ "7/1;7’513(33) ¢p,53 = (271')3 E 53(]7 - p,) 653,83
mit p° = £1/p2 + m? und signp® = signp’. Fiir signp” # signp'® ist

(p',1/2,55 |p,1/2,83) =0

Das Skalarprodukt war invariant unter der Poincaregruppe gewesen [Petry].
Umgekehrt bedeutet das, dafl bei obiger Normierung der ebenen Wellen die



Poincaregruppe unitir dargestellt wird. Die Vollstdndigkeitsrelation lautet
fir s = 1/2 und p® > 0

1= ¥ [ /2 (/2

3
S3= :|:1/2 2p

Allgemeiner sei |p, s, s3) ein Zustand zur Masse m mit Viererimpuls p
(mit p® > 0), Spin s und z-Komponente des Spins s3. Wir wollen nun eine
Darstellung T,, , g € SL(2,C), ,a € R* der Uberlagerungsgruppe der
Poincaregruppe auf diesen Zustdnden definieren, die konsistent ist mit der
Darstellung fiir s = 1/2 ist, d.h. mit

Toatp)@) = (8,00 ) a7 o= )

1.1 Translationen

Aus der oben angegebenen Darstellung fiir s = 1/2 liest man ab, daf
(Tatp,s3) (1) = sy (¥ — a) == tp 5, (7) e

Fiir allgemeinen Spin definieren wir daher

Ta |p7 S, 83> - eipa |p7 S, S3>

1.2 Drehungen im Ruhesystem

Fiir Diracspinoren ist eine Darstellungen T}, := T, o mit v € SU(2) im Ru-
hesystem des Teilchens gegeben durch

—im UXs
(Toutomeo.s5) (7) = € ' ( : ) = wmeo,SQ (z) Ust,s3

UXs3

Dabei wurde verwendet, daf fiir eine komplexe 2 x 2-Matrix A x5 = xs Ay,
gilt. Fiir allgemeinen Spin definieren wir daher

Tu |m60; S, 83> = |m607 S, Sg> ng,53 (U)

wobei D}, () = (meo, s, 53 | T, | meg, 5, 53) die iiblichen Drehmatrizen sind.

Tnshesondere ist u = DY/2 (u).



1.3 Boosts

Fiir s = 1/2 wurde ein Boost g, dargestellt durch
(Tyy Vmeo,55) (1) = 1, ()

und fiir allgemeinen Spin sei analog

Tgp |m60787 S3> = |p,3,33>

1.4 eigentliche Lorentztransformationen

Die obigen Definitionen legen nun 7} , bereits vollstdndig fest. Dazu beachten

wir zunéchst, daf sich jede Matrix ¢' := g g, € SL(2,C) zerlegen lafit in
99 =9 =hu

mit einer hermitischen positiv definiten Matrix A mit Determinante 1, und

einer Matrix u € SU(2), die von p und ¢ abhingt. Es ist

h? = hht=huutht=¢¢" =

p
= 999,59 =90<E) gt =

- ()

mit p(g) = A [Petry]. Also ist

Ap 1/2
h = o <_> = 9Ap
m
ggp = gAp U
Dabei ist
U= gxp 99
ein Element der sogenannten [ittle group der Poincaregruppe. Man kann sich
das anschaulich so vorstellen, dafl man die eigentliche Lorentztransformation
g=grpug,’

die p auf Ap abbildet, dadurch erhélt, dall man erst mit g, ! ins Ruhesystem
geht, dann mit « dreht und schliefflich mit g,, boostet. Damit ist

T, |p,s,s3) = T4Tg, |meg,s,ss) =

1,,, Tu |meg, s, 53) =

TgAp |m607 S, Sg’;> D:g,53 (u) =

= |Ap,s,s3) DI (1)

S3



1.5 Paritiat P

Mit
-1

() =7 () == ()
o|l—)=0|—)=0(—
m m m
erhalten wir fiir die Darstellung der Paritdt auf den Diracspinoren

Tty = (] § ) naP) = )

Fiir allgemeinen Spin sei daher

TP |p7 S, S3> = |Pp7 S, S3>

Dies entspricht der klassischen Anschauung, nach der p ein polarer Vektor
und der Spin ein axialer Vektor ist.

1.6 Zeitumkehr T

Wegen
€ g; =4g-1p€

erhalten wir fiir die Darstellung der Zeitumkehr auf den Diracspinoren

Trtna)@) = ( 0 ) 05sT0) = g o) g = oy o) (12

~(7 )

Fiir allgemeinen Spin sei daher

mit

TT |p7 S, S3> = |_Tp737 _S3> (_1)8_83
Auch dies entspricht der klassischen Anschauung, nach der sich p' ~ dZ/dt
und auch L = & x p bei Zeitumkehr umdrehen.

Die Ladungsumkehr 7 wird unten im Zusammenhang mit der zweiten
Quantisierung (Fockraum) besprochen.



2 Darstellung der Poincaregruppe auf dem
Fockraum
In diesem Kapitel soll die Darstellung der Poincaregruppe auf dem Fockraum

zu s = 1/2 untersucht werden. Die Bezeichnungen aus [Petry| werden dabei
verwendet. Vergleiche dort auch das Kapitel zur zweiten Quantisierung.

Der Losungsraum der Diracgleichung zerféllt in zwei zueinander orthogo-
nale Riume von Losungen mit p° > 0 und p® < 0:

Hp=HLDdH,
Seiv=v, +v_ € Hp und
U(v) =a(vy) +a(v_) =b(ve) + d" (vys)
mit
Vel = Uy
Tcvpes = v-

b(ver) = alvy)
" (Vpos) = a(v-) = a(Tcvpos)

Dabei ist T die Ladungsumkehr. Das Vakuum ist so definiert, da§ b |0) =
d|0) = 0 ist. Man beachte, dafl a, b, d, T antilinear sind. Durch

wk,sg,‘F = wk,53

kO=|k0|

ist eine 'kontinuierliche Basis’ aus ebenen Wellen in ‘H gegeben. In H _ ist
eine entsprechende Basis dann gegeben durch

Yi,sa— = To Pk g5+

Tatséchlich rechnet man leicht nach, dafl

<77Z)k’,sg,+ |'¢k,53,—> =0

ist. Man beachte, dafl
¢k,53,— 7& ¢k,53

Wie wir unten zeigen, gewihrleistet diese spezielle Wahl der Basis in Hp,
daB k und s; ihre iibliche Interpretation beibehalten bei den Erzeugern djf ..

kO=— k0|



Explizit lauten die Basiszustinde in der Weyl-Basis
- Gk Xss
) = e
¢k753a+( ) ( o (%) gk X53 >

Gk €Xs3 )
—0 ( ) Gk €Xs3

en (1) = ¢ (

wobei beides mal £° = |k°] > 0 ist. Die Transformation in die meist iibliche
Standardbasis (Bjorken-Drell, Ttzykson-Zuber) ist gegeben durch

Vstd = waeyl

noo_
Tstd — U’ywele
1 1 1
g1
perete s ﬂ(l —1>

In der Standardbasis lauten die Basiszustdnde dann

ik M KD X
Drapala) = [T X )
m mtk0 Xsa

~ m + kY &k
Uhoa(z) = (/T ( x)

m €X s

(vergleiche auch Nachtmann: Phinomene und Konzepte der Elementar-
teilchenphysik). Die Basiszustéinde erfiillen beide die freie Diracgleichung.

Um die Transformationseigenschaften der Basiszustinde zu berechnen,
beweist man zunéchst leicht

(T, Ted)(x) = gS(C)¢*(A™'x) = S(C) g v (A~ 2) = (Te Ty ) (x)
(Tr Te ) (z) = ( ) S(C)¢(Tx) = S(C) S(T) (Tx) = (Te Tr ) (z)
(Tr Tey)(x) = S(P)S(C)y"(Pr) = =5(C) S(P)¢*(Pr) = =(Tc Tr ) (x)

und erhalten damit

Tyrss,— = ToTorset =T Ty Vrsst = ToVnk,s,+ Us,ss
= (TC w/\k,sgﬁ‘) U’:g,s::, = wAkasgs_ u:gys?;

Analog berechnet man die iibrigen Transformationseigenschaften. Wir fassen
sie hier zusammen:

(Tyk,s0,4) (@) = w/\k,sg,-i-(x) Ust,s3
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(Tythr,se,-)(2) = Vng,sy,—(7) uy
(Tt ) (@) = Coqp_gyi(a) (=1)V/25
(Trtbrse—)(2) = _gp_sy(x) (—1)1/775
(Tprse,4)(®) = YPhyss+(2)

(Trk,se, )(x) = —Uprss,(2)

Wir setzen

bk 83 b(¢k,53,+) = a("v/}k,sg,-l-)
dk+s3 = d+(wk,53,+) = a(ka,Ss,Jr) = a(wk,ss,*)

so daf} die iiblichen Antivertauschungsregeln gelten:

b o, b 2 3 28 53 (k

{k',sga k,53} (2m) “m (k —
N 20 4 - -

{dp s, df .} = (2m)® —— 83(k — k') Ot s

m

Bl

") b

54,53

Damit ist

() =3 / (27r)3ﬁ (<¢k,s3,+ V)" Dhsy + (Vrysa— [0-)° k53)

=: /d3xv+(x)\ll x

wobei diese Gleichung im Distributionensinn zu lesen ist. Die Zeit ¢ liege
dabei fest. Mit Hilfe dieser Definition kann man schreiben

d*k m
Z / 27.‘_ 3 2]{;0 wk,s3,+ (x) bk,s::, + wk,53,7( ) d;:s:,,)

Definiere

2.1 eigentliche Lorenztransformationen

Wir hatten (T,v)(z) = gv(A~'z), vergleiche oben. Wir definieren einen li-
nearen Operator U, auf dem Fockraum durch

U(Tyw) = Uy ¥(v)U;!
& §g'U(Az) = U, ¥(z)U,"

Durch Entwickeln nach ebenen Wellen erhalten wir einerseits

B Pk m B
U 8@ Uy =2 [ g ($hons @) Ubiss Uy + @) Uy, U



Andererseits mufl dieser Ausdruck wegen der Transformationseigenschaften
der Basiszustédnde gleich sein mit

. PE m _ I
qg 1‘1’(/\1’) = Z / 27r 32k’0 (¢A71kl’53’+(x) 5315’ bk s’ +¢A 1pt 53,—(17) (Us;’sé) d]j;,’sg) =

3k m B
- Z / 27T 3 2k0 (¢k,53,+($) u831,83 bAk’sg + 77b1<:,53,,—(x) ( 53 83) djx_k 53)

mit A='k" = k. Durch Vergleichen erhalten wir wegen (0 jl =u

st
-1 _ %
U bk 483 Ug - bAk,Sg U/Sg,sg
+ o1t
U bk: ,53 Ug - bAk,sg uSg,SS
-1 _ %
U dk ,83 Ug - dAk,Sg usg’s3
-1 _ +
U dk ,53 Ug - dAk,sg “sg,sa

Die entsprechenden Rechnungen fiir C, P, T' verlaufen analog. Im Fockraum
sind Teilchen- und Antiteilchenzustinde gegeben durch

le,k,1/2,55) == by, [0)
&, k,1/2,s3) = dj,|0)

und es gelten demnach fiir sie die Transformationseigenschaften

Ug |€,k,1/2,53> = |61Ak71/2753> Usl,s5
Ug |é,k,1/2,83> — |é,Ak,1/2,Sg> Us’3,53

Es gilt also fiir Einteilchenzustinde T, = U,. Damit besitzt £ in beiden Féllen
die Bedeutung eines Impulses und s3 gibt die z-Komponente des Spins an.

2.2 Paritat P

Es ist (Tpv)(x) = S(P)v(Pz). Wir definieren einen unitiren Operator Up
auf dem Fockraum durch

U(Tpv) =: UpV(v)Up'
& S(P)U(Pr) = Up¥(z)Up'

Durch
7ﬁpk,szzd: =Tp "l}k,s;;,:l:
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ist eine weitere Basis gegeben. Damit erhalten wir unter der Verwendung der
Entwicklung nach den Basisfunktionen

-1
bPk,S3 = UP bk,53 UP

_d}tk,53 = UP d:,53 UI;I
Up le,k,1/2,s3) = e, Pk,1/2,s3)
Up |é,k,1/2,83> = —|é,Pk,1/2,S3>

2.3 Zeitumkehr T

Es ist (Trv)(z) = S(T) v*(Tx). Wir definieren einen Operator Uy auf dem
Fockraum durch
U(Trv) = Up¥(v)Up'
& —S(T)¥(Tzx) = Up¥(z)Up*
wobei wir zusétzlich fordern, dafl Ur antilinear sein soll. Man beachte, dafl
kein ¥ in der Definition vorkommt, da sonst Teilchen in Antiteilchen umge-

wandelt wiirden. Damit erhalten wir unter der Verwendung der Entwicklung
nach den alten und neuen Basisfunktionen

b_Tk,—ss (_1)1/2753 = Upby,, Up'

di—Tk,fs;:, (_1)1/2_53 = Ur d,‘:% Uzt
Ur |€,k,1/2,53> = |6, —Tk,l/Q,—53> (_1)1/2—53
Ur |é7k71/2v83> = |é, _Tk,1/2,—33> (—1)1/2_53

2.4 Ladungskonjugation C

Es ist (T¢v)(z) = S(C) v*(x). Wir definieren einen linearen Operator Ug auf
dem Fockraum durch
U(Tev)t = Ug¥(v)Uy*
& SO)¥H(2) = Us¥(2)U!

Diese Definition bewirkt die Umwandlung von Teilchen in Antiteilchen durch
Uc. Man erhalt durch Entwickeln nach den Basisfunktionen

bi,, = Ucdf, UG
disy = Ucbrs, UG
Uc |é, k,1/2,s3) = e k,1/2,s3)
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3 Die S-Matrix im Wechselwirkungsbild

Dieses Kapitel ist teilweise angelehnt an Schweber: An Introduction to re-
lativistic Quantum Field Theory. Wir betrachten allgemein Zusténde eines
Hilbertraums, deren Zeitentwicklung gegeben ist durch

A

) = T~ o) (o)

Ut —ty) = e H=t)

Der Index s gibt an, dafl wir diese Beschreibung der Zeitentwicklung durch
zeitabhéngige Zustinde als Schridingerbild bezeichnen. Wir teilen nun im
Sinne der Stoérungstheorie H auf in einen freien Teil H° und einen Wechsel-

wirkungsteil H?. Analog zu oben ist die Zeitentwicklung ohne den Wechsel-
wirkungsanteil gegeben durch

Ut — to) = e H(t=t0)

3.1 Das Wechselwirkungsbild

Man kann nun die Zeitentwicklung, die durch H® verursacht wird, von den
Zustdnden auf die Operatoren heriiberbringen. Dazu definieren wir

D) = U7 (0) (1)
A, = U Yt)AU(t) , insbesondere:
H' = U't)H'U®)
Man beachte, dal HY = H? ist. Man sagt, dal man sich im Diracbild oder
Wechselwirkungsbild befindet, wenn man eine Theorie mit den so definierten

Zusténden (ohne den Schrédingerindex s) und zeitabh#ingigen Operatoren
(mit dem Zeitindex t) formuliert. Es gilt

(D) [Ac] o(1)) = (¥s(t) [A] 95(1))

Die Definition wurde so gewéhlt, dafl Schrodingerbild und Wechselwirkungs-
bild fiir t = 0 iibereinstimmen. Die Zeitentwicklung der Zustdnde im Wech-
selwirkungsbild ist nun gegeben durch

[W(t)) = Ult,to) |¥(to))
Ult,ty) = U &)Ut —1t) Ulty) =

TT04 T _fy0
e’LH te tH(t to)e 1HOt

Es gilt die Eigenschaft
Ut to) Ulty,t') = U(t,t)
Ut,tg)™" = Ulte,t) = U (t, 1)



3.2 Die S-Matrix

Wir wollen nun einen Streuprozess beschreiben. Sei dazu [¢(t)) ein Zustand,
der sich fiir grofle positive und negative Zeiten auflerhalb der Wechselwir-
kungszone befindet und dort also im Diracbild unabhéngig von ¢ wird. Wir
definieren also zeitlich konstante Zustinde mit Tréger aulerhalb der Wech-
selwirkungszone durch

|¢a> = lim W}a(t»

t——o00

6) = lim [uu(t))

Im Experiment pridpariert man nun einen freien einlaufenden Zustand |¢,)
und lést ihn in die Wechselwirkungszone laufen. Nachdem er diese Zone wie-
der verlassen hat (sich also wie [1),(t)) zeitlich entwickelt hat), liegt nun ein
anderer freier Zustand |¢) vor. An diesem Zustand wird nun eine Messung
durchgefiihrt, d.h. eine Quantenzahl b soll gemessen werden. Man mifit also
die Projektion auf einen Zustand |¢;), der Eigenzustand zu dieser Quanten-
zahl ist. Diese Projektion wird S-Matrizelement zu dieser Messung genannt.
Wir definieren daher

Sha = (o |df) =

tzlgrgo (Db [Ya(t2)) =

= Jim (o [Ulta t1) [ da(ts)) =
= lim lim (¢, |U(t2,t1) | ¢a)

to—00 t1——00

Man definiert daher auch hiufig den S-Operator als

S =U(oo, —00)

3.3 Mglleroperatoren

Man kann sich den Zustand |@,) auch vorstellen als den Grenzwert ¢ — oo
von einem Zustand [ (t)), der aus der Wechselwirkungszone auslduft:

|py) = Jim [V (t))
Wir haben also

|¢a(t)> = U(ta_oo) |¢a>
[¥e(t)) = U(t,00) |¢s)
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Fiir die S-Matrix gilt also
Sba = <¢b |U(OO,—OO) | ¢a> =
= <¢b | U(oo,t) U(ta —OO) | ¢a> =
= (¥u(t) tha(t))
Wir wéhlen ¢ = 0 und definieren die Mglleroperatoren 24
Qi = U(O, :FOO)
Q-l— |d)a> = |¢a(0)>
Q_ [¢y) = [1u(0))

Damit erhalten wir fiir den S-Operator
Sba = (¥u(0) [1a(0)) =
= (o |95 Q| )

Das Problem gebundener Zustédnde von H soll hier nicht untersucht werden.

3.4 Die Reduktionsformel fiir zeitgeordnete Produkte
von Diracfeldern

Zunichst definieren wir Operatoren W(t, Z) fiir Diracteilchen im Heisenberg-
bild durch
U(t, &) =

RGO
(U)W (7) U™ () U(t) =
= UMt 0)T,(7) U(t,0)

Ufl
U—l

Dabei ist Wy (F) der zeitunabhéngige Operator im Schrodingerbild und Wy (%)
der zeitabhéngige Operator im Wechselwirkungsbild. Wegen

U,(2) = U (1) Wo(7) U(2)
ist W;(%) gleich dem freien Feldoperator im Heisenberghild
Uy (%) =: Wy ()

mit © = (¢, 7). Aus den obigen Gleichungen folgt sofort

tLlinoo ‘I’([L’) Q:F - tLlinoo Q:F ‘Ilfr (:U)

14



Wir betrachten nun das Matrixelement

<(77/}b)s(t) |T\Ijs(fl) e \Ils(fn) | (¢a)s(t) > =
= <wb(0) |T\I’(t1, fl) T \Il(tn;fn) | %(0))

Dabei haben wir links die Formulierung im Schrodingerbild angegeben und
rechts im Heisenbergbild. T ist der Zeitordnungsoperator, der bewirkt, daf
Operatoren in abfallender zeitlicher Reihenfolge anzuordnen sind. Unser Ziel
ist es nun, dieses Matrixelement durch freie ein- und auslaufende Zustidnde
sowie freie Feldoperatoren auszudriicken. Dabei wird die S-Matrix auftau-
chen, die man selber wieder nach freien Feldoperatoren entwickeln kann.
Wir erhalten so einen stérungstheoretischen Ausdruck fiir das Matrixelement.
Zunéchst wollen wir eine formalen Ausdruck fiir U(¢, ty) angeben [Schweber]:
Wegen

d
i% Ut to) = H] U(t, 1)

gilt fiir U die formale Reihenentwicklung
© 1 t t
Ult,to) = Y. —(=i)" / dt, | dty - dt T H H --- H =
= n! to to to "

t
=: T exp (—i dt’ Hé)
to

Diesen Ausdruck wollen wir unten benutzen. Dabei sei vorausgesetzt, dal H/
nur Terme mit einer geraden Anzahl von Wy,-Feldern enthélt, d.h. es gilt fiir

t1 # to
T, (t,7)H, =T H] Uy, (t1,7)

Damit erhalten wir die Reduktionsformel

(Up(0) [T (1) -+ U(tn, Tn) | ¥a(0)) =
= (&|U(00,0) T [U(0, 1) Yy (1) U(ts,0)
- U(0,t0) Vs (20) Uy, 0)] U(0, —00) |pg) =
(90| T [U(00,t1) Wpr(21) Ulta, t2) U pr(22)
Ultn—1,tn) ¥pr () Utn, —00) | |¢a) =
= (¢ [T [Vyr(z1) Vpr(w2) - Wpr(n) ST | ) =
d

A /tdt’/ ¢ /tdt’
- Aol o Ji ° to
(60 | T [Wpe(w0) Wpp(wa) -+ Wpp(wn) HY HY -+ HY ]| 6a)

Der T-Operator wirkt dabei auf den gesamten Ausdruck und sorgt fiir die
richtige Anordnung der Operatoren. Konkret ist H/ ein Ausdruck mit einer

X

Tn
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geraden Anzahl von freien Feldern Wy, (), den man nun in diese Reihenent-
wicklung einsetzen kann. Die entstehenden Terme lassen sich nun mit Hilfe
des Wick-Theorems auswerten und im Wesentlichen durch freie Propagatoren

(0| T Wy (x) Upr(y)| O)

ausdriicken, was letztlich auf die Feynmanregeln fiihrt.
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4 Gapgleichung und chirale Symmetriebre-
chung

In diesem Kapitel werden mit Hilfe einer einfachen Modell-Lagrangedichte
die Konzepte dargestellt, mit deren Hilfe man z.B. im sogenannten Nambu-
Jona-Lasinio-Modell die spontane Brechung der chiralen Symmetrie in der
QCD und damit die dynamische Erzeugung von Quarkmassen behandeln
kann.

Die sogenannten Strommassen der leichten Quarks (u,d) liegen um ein
bis zwei Groflenordnungen unter den Massen der leichten Hadronen. Man
nimmt daher an, da man zur Beschreibung der leichten Hadronen (aus
u- und d-Quarks aufgebaut) die entsprechenden Massenterme in der QCD-
Lagrangedichte in guter Ndherung vernachléssigen kann. In diesem Fall weist
die gendherte Lagrangedichte einige zusitzliche Invarianzen im Flavorraum
auf. Beschrinken wir uns auf die zwei leichtesten Quarkflavors, so konnen
rechts- und linkshéndige Quarkfelder unabhéngig voneinander im Flavor-
raum mit einer Matrix U € U(2) rotiert werden.

Um die Konsequenzen dieser Symmetrien zu verstehen, beschranken wir
uns in einem ersten einfachen Modell auf einen Flavor und betrachten eine
einfache Lagrangedichte, die keine Massenterme enthélt und die invariant ist
unter der chiralen Transformation

Yr, = M, hr = AR

wobei A € C, |A| = 1 ist. Die einfachste Lagrangedichte mit Wechselwirkung
und den obigen Eigenschaften ist

L =iy 0, + g [(P)* — (hys1)?)

Die iibliche Vorgehensweise ist nun haufig, den zweiten Anteil als Wechsel-
wirkungsanteil in Stérungstheorie zu behandeln, so dafl die Lagrangedichte
ohne diesen Storterm einfach masselose Diracteilchen beschreibt. Man stellt
Feynmanregeln mit masselosen Diracpropagatoren auf und erhélt so auch
Selbstwechselwirkungsgraphen fiir die Fermionen, die auf eine (divergieren-
de) Selbstenergie (und somit Masse) fiihren konnen. Der Nachteil bei dieser
Methode ist, dafl nichtstérungstheoretische Effekte durch die Wechselwirkung
so nur schwer behandelt werden koénnen, z.B. mit Hilfe von Dyson-Schwinger-
Gleichungen.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, die obige Lagrangedichte mit
den Methoden der Vielteilchentheorie (Hartree-Fock) zu behandeln und da-
bei einen moglichst groflen Teil der Wechselwirkung ohne Stérungstheorie
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zu beriicksichtigen. Dazu ist zu beachten, dafl die obige Lagrangedichte noch
nicht normalgeordnet ist, was bei der vorher beschriebenen Methode (Storungs-
theorie) z.B. zu sogenannten Tadpole-Feynmangraphen fiihrt. Die Definition
des Normalordnens bezieht sich immer auf einen Grundzustand (Vakuum).
Das exakte Vakuum (mit Wechselwirkung) ist dadurch definiert, da§ der
Erwartungswert der Hamiltondichte fiir diesen Zustand minimal wird. Bei
der Konstruktion dieses Zustandes ist man jedoch meist auf Ndherungsver-
fahren angewiesen. Das oben beschriebenen Verfahren (Stérungstheorie zu
m = 0) definiert das Vakuum dadurch, dal man die Lagrangedichte ohne
Wechselwirkung als gute Ndherung betrachtet. Die entsprechende Ndherung
fiir das Vakuum ist dann der Zustand, der den Erwartungswert der freien
Hamiltondichte (ohne WW) minimiert. Das ist der Diracsee, bei dem alle
Fermionzustinde (Masse Null) mit negativer Energie besetzt sind. Falls die
Kopplungskonstante jedoch zu grofl wird, ist dieses Verfahren nicht mehr sehr
geeignet. Man wird eine bessere Nédherung fiir den Grundzustand mit Wech-
selwirkung erreichen, wenn man ihn als Diracsee von Fermionen mit beliebi-
ger Masse ansetzt. Dieser Ansatz fiir das Vakuum als Diracsee freier Teilchen
zur Masse m entspricht einem Hartree-Fock-Ansatz in der Vielteilchentheorie.
Die Masse spielt dabei die Rolle eines Variationsparameters. Entsprechend
entwickelt man auch die Feldoperatoren ¢(z), ¥(z) nach Erzeugern und Ver-
nichtern zu dieser Masse statt zur Masse Null und baut damit den Fockraum
zu diesem Vakuum auf. Man beachte, dal man wegen Vollsténdigkeit die
Feldoperatoren nach Erzeugern und Vernichtern zu beliebiger Masse ent-
wickeln kann, da damit immer die richtigen Antivertauschungsrelationen fiir
Y(z), ¥(z) gewihrleistet sind. Die geeignete Masse wird dann so bestimmt,
daf der Erwartungswert der Hamiltondichte (mit WW) minimal wird (Ritz-
sches Variationsverfahren). Dieses Verfahren steht in Analogie zu Hartree-
Fock-Verfahren, vgl. Ring, Schuck: The Nuclear Many Body Problem, Kap.7.
Von dort kann man iibernehmen, dafl man dquivalent zum Minimieren des
Energie-Erwartungswertes auch die Lagrangedichte beziiglich des Vakuums
normalordnen kann und den Massenterm direkt abliest. Dies werden wir in
Folgenden durchfiihren.

Fiir das Normalordnen verwenden wir das Wick-Theorem und schreiben
nacheinander alle Terme explizit mit Dirac-Indices auf. Da wir das Vakuum
als Diracsee (zur Masse m) angesetzt haben, ist

(0 15| 0) = (0 | Gatis | 0) = 0

wobei «, 8 Diracindices sind. Weiter setzen wir die Lorentzinvarianz des Va-
kuums voraus, d.h.

U10) = 10)
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wobei U die Darstellung der Lorentztransformation A auf dem Fockraum ist,
also

Urp()U = S(A)$(A™"r)
Urp{n)U = (A1) STHA)

Damit erhalten wir
psa = {0 ]da(0)ts(0)] 0) =
= (0|Ua(OU Utys(0)U | 0) =
= (0] dw(0) Sub Seravp(0)] 0) =
= Sps Pora Saa

wobei wir wegen Translationsinvarianz des Vakuums ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit z = 0 gesetzt haben. Analog definieren wir

P = {0 [a(0)5(0) | 0)
und die Rechnung ist analog. Man beachte die unterschiedlichen Indexstel-
lungen bei p und p'. Damit haben wir
p = SpS~!
p/ — Sp/S—l
Die Matrizen p, p' lassen sich nach den Matrizen der Dirac-Algebra ent-
wickeln, da diese eine Basis iiber den komplexen Zahlen fiir invertierbare

4 x 4-Matrizen bilden. Die einzige Basismatrix mit der obigen Eigenschaft ist
1. Daher ist

p=cl = c:trp/4:<0‘7ﬁ¢‘0>/4
p=cdl = c':trp'/4:—<0‘1/;¢‘0>/4
Das negative Vorzeichen kann man durch explizite Berechnung> der Erwar-

tungswerte ablesen. Diese Berechnung werden wir fiir < 0 ‘ ) ‘ 0 ) noch durchfiihren.
Wir haben also

(0] 0) = (o] d[0) /45
(0] 0) = ~(0]0w[0) 0.
Unter Verwendung dieser Beziehungen und des Wick-Theorems erhalten wir
damit

L :iﬁ7“8M¢:+29<0‘1Z¢‘0>:&¢:+
g+ ((Y)? = (bs)?) « +

_l’_
+ i(0|draw|0)+g (0 |dw|0)
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Man sieht, daf§ ein Term analog zum iiblichen Massenterm —m : 11/ : durch
das Normalordnen entsteht. Wir setzen daher an:

m =2 {0 ] o)

Dies ist eine selbstkonsistente Gleichung (Gapgleichung) fir m. Um das zu
sehen, kann man ¢ (x) in der iiblichen Weise in Fourierdarstellung nach Erzeu-
gern und Vernichtern zur Masse m zerlegen und den Vakuumerwartungswert
direkt berechnen. Aquivalent dazu kann man auch verwenden, daB fiir den
freien Propagator zur Masse m gilt:

iSap(@—1) = (0|Tva@)s)|0) =

_ d* eP(z—y)
- Z/<27r>4 Yp—m + i€

Damit ist

lim iS,s(Az) = hrn iSap(—Ax) <0 ‘waw,g ‘ 0>

Az—0

und wir erhalten unter Verwendung des expliziten Ausdrucks von S(z — y)
und des Residuensatzes die Formel

d3p m

<0‘@¢‘0>——ztr§ ——2/

Dieser Ausdruck divergiert. Daher ist es notig, einen Cutoff-Parameter A ein-
zufithren, der grofle Impulse abschneidet. Man interpretiert dies so, dafl man
eine effektive Lagrangedichte fiir das Niederenergieverhalten (kleine Impulse)
der QCD konstruieren mochte, die sowieso fiir hohe Impulse keine Bedeutung
mehr hat. Damit hingt auch zusammen, daf} die obige Lagrangedichte so-
wieso nicht renormierbar ist. Die physikalische Bedeutung des Kondensats
<0 ‘d;zﬁ‘ > ist nun klar: es repréisentiert die skalare Dichte des Diracsees

(mit der Teilchenenergie —+/m? + p?), die bis zum Impuls A aufintegriert
wird.
Nach Einfiihrung des Cutoffs und Ausfiihrung der Winkelintegration erhélt
man fiir die Gapgleichung
ng /
m2 + p?

Diese Gleichung kann man fiir vorgegebenes g und A fiir m 16sen. Insbeson-
dere ist m = 0 immer eine Losung. Diese Losung entspricht dem stérungs-
theoretischen Fall, den wir oben besprochen haben. Fiir hinreichend grofle
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Kopplung g ist jedoch auch m > 0 eine Losung. Dafiir berechnen wir das
Integral analytisch und erhalten aus der Gapgleichung fiir m # 0 die Bezie-

hung
-1
14+ V14 m?
§:7r2 ( /1 + m2 —m? lnﬂ>
m

mit dem dimensionslosen Gréfien § = gA?, m = m/A. Diese Gleichung ist
am Ende des Kapitels graphisch aufgetragen. Man erkennt, dafl ab einer

kritischen Kopplung
gc = 7T2

auch m > 0 eine Losung der Gapgleichung ist. Wie wir spéter noch sehen
werden, ergibt das Vakuum als Diracsee zu dieser Masse einen tieferen Ener-
gieerwartungswert als der Diracsee zur Masse m = 0 und ist daher eine
bessere Nidherung fiir den Grundzustand. Der Fockraum zur Masse m > 0
bildet fiir starke Kopplungen also einen besseren Ausgangsposition fiir die
Storungstheorie, da hier ein Teil der Wechselwirkung bereits durch eine Mas-
se (Selbst-WW) parametrisiert ist, analog zum mittleren Potential in der
Hartree-Fock-Theorie.

Anmerkung: Die Gapgleichung kann man auch mit Hilfe der normalen
Storungstheorie (m = 0) aus der Dyson-Schwinger-Gleichung mit einem Loop
fiir die Selbstenergie erhalten.

Die beschriebene dynamische Erzeugung einer Masse durch die Wechsel-
wirkung ist mit einer spontanen Brechung der chiralen Symmetrie verbunden.
Betrachte dazu die chirale Transformation

Np, = UtpU
ANl =1 UTyrU
Uloy = [0%
wobei U der Lift der chiralen Transformation auf den Fockraum ist und

A € C, || =1 ist. Man beachte, da} wir nicht die Invarianz des Vakuums
unter U fordern. Damit ist

(0 |ow] o) = (0 |ofdr+ | 07) =
— (0 [UM G UT U + U g UT U | 0) =
= (0| A0 vn + N | 0) #

# (0]vv]o0)
wobei ja A* = A1 ist. Wenn also <0 W?ﬁ‘ 0> # ( ist, so muf
U |0) = |0') # [0)
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sein, d.h. die chirale Symmetrie ist spontan gebrochen fiir m > 0. Der Va-
kuumzustand (d.h. in unserer N&herung der Diracsee massiver Fermionen)
ist nicht mehr invariant unter chiralen Transformationen. Damit sind im
Weiteren auch die iiblichen Folgen wie das Auftreten von Goldstonebosonen
verbunden.

Wir zeigen nun, da} man die Gapgleichung auch duch Minimieren des
Vakuum-Energie-Erwartungswertes erhalten kann. Dieser Erwartungswert ist
gegeben durch

(01#]0) = (0|d750|0) =g (0|dp|0)
P (e mY
- 2/(27T)3 P Y ( 2/(27r)3 p°>

wie man unter Verwendung der Fourierdarstellung der Feldoperatoren aus-
rechnet. Nun liefert 5

(0 H]0) =0

die Gapgleichung von oben. Die Berechnung der Integrale liefert aulerdem
die explizite Formel

(0|H]O0) 1 — /1 3 _, 3 4, 1+V1+m?
Ta T Vi (1"”)‘@”" N
2
1 1+ V1+m?
=~ 2 1 ~9 521
gm—47r4< + n—m

Diese Formel ist am Ende des Kapitels graphisch aufgetragen.

Im nun folgenden Abschnitt wollen wir auf die Bogoljubov- Transformation
eingehen, mit denen man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu ei-
ner gegebenen 1-Teilchen-Basis des Hilbertraums in solche zu einer anderen
Basis umrechnen kann. Um eine geeignete diskrete Orthonormal-Basis von
Impuls-Eigenzusténden zu erhalten, verwenden wir die Boxnormierung (alle
Konventionen konsistent zu Itzykson-Zuber QFT S.124)

V(@) = Y (UR(@) Bugs + V(@) D)
k,s
<Ul:’,ls U]?/l’51> - 5]4:,]9’ 55,5’
<‘/;c7?1s V'km,s’> = 5k,k’ 65,5’
{Bm,k,s ) Br—;’k’,s’} = 6k,k’ 65,5’
{Dm,k,s; D;,kl’sl} = 5k,k’ 65,5’
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wobei der Zusammenhang zur {iblichen (kontinuierlichen) Notation herge-
stellt wird durch

Bugs = oy b
Dgs = /g
R (z) = F emike
V) =

/(Zﬂ'l;?’ - V;

Dabei kennzeichnet m die Masse des erzeugten Zustandes. Um den Zusam-
menhang zwischen dem Fockraum zur Masse 0 und zur Masse m herzustellen,
setzen wir 0.B.d.A. fiir t = 0 an

77/}m(07 f) = 77/}0(07 f)

und analog fiir (¢)™)". Damit sind die richtigen Antivertauschungsrelatio-
nen fiir die Feldoperatoren gesichert. Nun multipliziert man von links mit
(U)(0,Z) bzw. (V;%)*(0,%) und integriert iiber d*z. Eine etwas lingere
Rechnung ergibt dann

DO | —

m . . |
/d3x (Uk,s)+(0ax) U/?',s'(oa«’f) - (1 T k0 Ok k' O,/

1 k
[ 00 V0.0 = |3 (1+'ko')6k,k,as,sl

und wir erhalten fiir die Bogoljubov-Transformation

1 k|
Bm,k,s = 5 (1+ ko) BOks

k]
Dpgs = 14 =1 | Dogs
”“’ \ 2 ( N

Man rechnet leicht nach, daf} die richtigen Antivertauschungsrelationen erfiillt
sind.

_—
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Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen dem Diracsee (als Néhe-
rung fiir das Vakuum) |0°) zur Masse 0 und |0™) zur Masse m. Diese Zustéinde
sind definiert durch die Bedingung

Bogs |0°) =0 Dogs [0°) =0
Bpks [0™) =0 Dy s [0™) =0

Um aus dem Vakuum zur Masse 0 das Vakuum zur Masse m zu gewinnen,
muf} man also alle Zustéinde zur Masse m, die in [0°) vorkommen, vernichten
und erhélt

|0m> = - H Bm,k,s Dm,fk,s 00> -
k,s

1 k| 1 K1Y o e 0
- Ny 2 (MF) 2 (1_F B D1 | 0°)

mit einer Normierungskonstante N. In der Basis zur Masse 0 miissen un-
endlich viele Teilchen-Antiteilchen-Paare mit Masse 0 erzeugt werden, um
den masselosen Diracsee in den Diracsee zur Masse m iiberzufiihren. Man
kann von dem einen Vakuum nicht mit endlich vielen Erzeugern und Ver-
nichtern zum anderen Vakuum gelangen, so daf} die zugehérigen Fockrdume
nicht {iberlappen.

Da fiir grofle Kopplungskonstanten der Diracsee zur Masse m die bessere
Néaherung fiir das Vakuum ist als der Diracsee zur Masse 0, sind auch die
darauf aufgebauten N-Teilchenzustéinde (also der Fockraum mit endlich vie-
len 'Quasi’-Teilchen) zur Masse m besser zur Beschreibung von Anregungs-
zustinden geeignet. Man kann den dadurch noch nicht beriicksichtigten Teil
der WW nun in Stérungstheorie behandeln, wobei die Quarkpropagatoren in
den Feynmanregeln jetzt freie Propagatoren zur Masse m sind. Die Zusténde
des Fockraums sind nicht mehr chiral invariant, obwohl die Lagrangedichte
es war (spontane Symmetriebrechung).
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Figuren:

e Graphische Darstellung der Gapgleichung, wobei § = gA? als Funktion
von m = m/A aufgetragen ist.

e Vakuum-Energie-Erwartungswert (0 | H| 0) /(VA*) als Funktion von
g und m. Das Minimum davon definiert zu jedem gegebenem g ein
optimales m, so wie es die Gapgleichung angibt.

e Vakuum-Energie-Erwartungswert (0 | H| 0) /(VA*) als Funktion von
m zu verschiedenen g.

e Vakuum-Energie-Erwartungswert des freien masselosen Diracterms
<0 ‘wiﬁw‘ 0 > /A* (durchgezogene Linie) sowie des Wechselwirkungs-

terms mit ¢ = 10, d.h. —10 <0 ‘qﬁw‘ 0>2 /A® (gestrichelte Linie), als
Funktion von m.
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