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Zusammenfassung
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dort verwendete Notation wird au
h hier benutzt.
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1 Darstellung der Poin
aregruppe auf ebe-

nen Wellen

Dieses Kapitel gibt einen

�

Uberbli
k zu Darstellungen mit Masse > 0 der

Poin
aregruppe auf ebenen Wellen. Dabei wurden die Bezei
hnungen aus

H.R.Petry: Eine Sammlung von Vorlesungen zu speziellen Themen

[Petry℄

�

ubernommen. Die dort hergeleiteten Zusammenh

�

ange werden hier

vorausgesetzt (Weyl-Basis f

�

ur s = 1=2).

Im Folgenden arbeiten wir mit der Ket-S
hreibweise. Sei dazu j~x; ti ein

Vektor (genauer: eine Distribution) mit

h~x; t j~x

0

; ti = Æ

3

(~x� ~x

0

)

1 =

Z

d

3

x j~x; ti h~x; tj

In der Weyl-Basis sind L

�

osungen der Dira
glei
hung (Spin 1/2) zu s
harfem

Impuls und z-Komponente des Spins s

3

(wird unten no
h de�niert) gegeben

dur
h

 

p;s

3

(x) = e

�ipx

 

s

3

(p) = e

�ipx

 

�

s

3

(p)

~�

�

p

m

�

�

s

3

(p)

!

=: h~x; t jp; 1=2; s

3

i

Zu jedem festen ~p gibt es vier linear unabh

�

angige L

�

osungen, gekennzei
hnet

dur
h p

0

= �

p

~p

2

+m

2

; s

3

= �1=2. Sie bilden eine Basis f

�

ur die L

�

osungen

der Dira
glei
hung. Um �

s

3

zu de�nieren, gehen wir ins Ruhesystem ~p = 0.

Dann ist

 (me

0

) =

 

�(me

0

)

�(me

0

)

!

eine L

�

osung der Dira
glei
hung im Impulsraum und wir haben im Ruhesy-

stem eine Spinbasis �

s

3

gegeben dur
h

�

1=2

= �

1=2

(me

0

) =

 

1

0

!

�

�1=2

= �

�1=2

(me

0

) =

 

0

1

!

Wegen

(
(p)�m)(
(p) +m) = p

2

�m

2

= 0

ist f

�

ur allgemeines p

 

s

3

(p) = N

p

(
(p) +m) 

s

3

(me

0

) =

= N

p

 

(m+ �(p)) �

s

3

(me

0

)

(m+ ~�(p)) �

s

3

(me

0

)

!

=:

 

�

s

3

(p)

~�

�

p

m

�

�

s

3

(p)

!

1



eine L

�

osung von (
(p)�m) (p) = 0.

Sei zun

�

a
hst p

0

> 0, und sei g

p

2 SL(2; C) ein Boost, d.h. die zugeh

�

orige

Lorentztransformation erf

�

ullt �

p

me

0

= p. Damit ist dann

(T

g

p

 

me

0

;s

3

)(x) = e

�i hme

0
j

�

�1

p

x

i

 

g

p

0

0 (g

+

p

)

�1

!  

�

s

3

�

s

3

!

=

= e

�ipx

 

g

p

�

s

3

(g

+

p

)

�1

�

s

3

!

=

= e

�ipx

 

s

3

(p) =  

p;s

3

(x)

au
h eine L

�

osung von (
(p) � m) (p) = 0, so da� wir sie versu
hsweise

glei
h der obigen L

�

osung gesetzt haben. Die Normierungskonstanten N

p

ist

dann oben so zu w

�

ahlen, da� g

p

2 SL(2; C), d.h. det g

p

= 1. Dur
h explizites

Ausre
hnen erhalten wir

N

p

= (det(m+ �(p)))

�1=2

= (2m(m+ p

0

))

�1=2

und somit

g

p

=

s

m

2(m+ p

0

)

 

1 +

�(p)

m

!

Wir quadrieren zur Probe und erhalten

g

2

p

= �

�

p

m

�

Somit ist also

g

p

= �

�

p

m

�

1=2

Dieses Ergebnis hatten wir au
h fr

�

uher s
hon erhalten [Petry℄. Um den Fall

p

0

< 0 einzus
hlie�en, k

�

onnen wir

N

p

= (2m jm+ p

0

j)

�1=2

w

�

ahlen. F

�

ur p

0

< 0 ist dann allerdings det g

p

= �1, so da� g

p

62 SL(2; C) ist.

Im Folgenden bes
hr

�

anken wir uns auf den Fall p

0

> 0. Da g

p

hermites
h

ist, mu� dadur
h au
h ein Boost dargestellt werden, da f

�

ur Drehungen ein

unit

�

arer Anteil n

�

otig ist (vgl. unten). Wir haben also

�

s

3

(p) = g

p

�

s

3

 

p;s

3

(x) = e

�ipx

 

g

p

�

s

3

g

�1

p

�

s

3

!
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denn es ist

~�

�

p

m

�

�

�

p

m

�

1=2

= ~�

�

p

m

�

�

�

p

m

�

�

�

p

m

�

�1=2

= �

�

p

m

�

�1=2

= g

�1

p

Zur Illustration bere
hnen wir explizit �

p

f

�

ur einen Boost in z-Ri
htung

g

p

= 1 
osh

�

2

+ �

3

sinh

�

2

Wir hatten gezeigt [Petry℄, da�

�

p

=

0

B

B

B

�


osh � 0 0 sinh�

0 1 0 0

0 0 1 0

sinh� 0 0 
osh�

1

C

C

C

A

Dur
h Verglei
h erhalten wir


osh

�

2

=

s

m

2(m+ p

0

)

 

1 +

p

0

m

!

sinh

�

2

=

s

m

2(m+ p

0

)

j~pj

m


osh� = 
osh

2

�

2

+ sinh

2

�

2

=

=

p

0

m

sinh� =

q


osh

2

�� 1 =

j~pj

m

so da� �

p

me

0

= p gilt.

F

�

ur die Normierung der Zust

�

ande jp; 1=2; s

3

i erhalten wir

hp

0

; 1=2; s

0

3

jp; 1=2; s

3

i =

Z

d

3

x 

+

p

0

;s

0

3

(x) 

p;s

3

= (2�)

3

2p

0

m

Æ

3

(~p�

~

p

0

) Æ

s

0

3

;s

3

mit p

0

= �

p

~p

2

+m

2

und signp

0

= signp

00

. F

�

ur signp

0

6= signp

00

ist

hp

0

; 1=2; s

0

3

jp; 1=2; s

3

i = 0

Das Skalarprodukt war invariant unter der Poin
aregruppe gewesen [Petry℄.

Umgekehrt bedeutet das, da� bei obiger Normierung der ebenen Wellen die

3



Poin
aregruppe unit

�

ar dargestellt wird. Die Vollst

�

andigkeitsrelation lautet

f

�

ur s = 1=2 und p

0

> 0

1 =

X

s

3

=�1=2

Z

d

3

p

(2�)

3

m

2p

0

jp; 1=2; s

3

i hp; 1=2; s

3

j

Allgemeiner sei jp; s; s

3

i ein Zustand zur Masse m mit Viererimpuls p

(mit p

0

> 0), Spin s und z-Komponente des Spins s

3

. Wir wollen nun eine

Darstellung T

g;a

; g 2 SL(2; C); ; a 2 R

4

der

�

Uberlagerungsgruppe der

Poin
aregruppe auf diesen Zust

�

anden de�nieren, die konsistent ist mit der

Darstellung f

�

ur s = 1=2 ist, d.h. mit

(T

g;a

 

p;s

3

)(x) =

 

g 0

0 (g

+

)

�1

!

 

p;s

3

(�

�1

(x� a))

1.1 Translationen

Aus der oben angegebenen Darstellung f

�

ur s = 1=2 liest man ab, da�

(T

a

 

p;s

3

)(x) =  

p;s

3

(x� a) ==  

p;s

3

(x) e

ipa

F

�

ur allgemeinen Spin de�nieren wir daher

T

a

jp; s; s

3

i = e

ipa

jp; s; s

3

i

1.2 Drehungen im Ruhesystem

F

�

ur Dira
spinoren ist eine Darstellungen T

u

:= T

u;0

mit u 2 SU(2) im Ru-

hesystem des Teil
hens gegeben dur
h

(T

u

 

me

0

;s

3

)(x) = e

�imt

 

u�

s

3

u�

s

3

!

=  

me

0

;s

0

3

(x) u

s

0

3

;s

3

Dabei wurde verwendet, da� f

�

ur eine komplexe 2� 2-Matrix A�

s

= �

s

0

A

s

0

;s

gilt. F

�

ur allgemeinen Spin de�nieren wir daher

T

u

jme

0

; s; s

3

i = jme

0

; s; s

0

3

i D

s

s

0

3

;s

3

(u)

wobeiD

s

s

0

3

;s

3

(u) = hme

0

; s; s

0

3

jT

u

j me

0

; s; s

3

i die

�

ubli
hen Drehmatrizen sind.

Insbesondere ist u = D

1=2

(u).

4



1.3 Boosts

F

�

ur s = 1=2 wurde ein Boost g

p

dargestellt dur
h

(T

g

p

 

me

0

;s

3

)(x) =  

p;s

3

(x)

und f

�

ur allgemeinen Spin sei analog

T

g

p

jme

0

; s; s

3

i = jp; s; s

3

i

1.4 eigentli
he Lorentztransformationen

Die obigen De�nitionen legen nun T

g;a

bereits vollst

�

andig fest. Dazu bea
hten

wir zun

�

a
hst, da� si
h jede Matrix g

0

:= g g

p

2 SL(2; C) zerlegen l

�

a�t in

g g

p

= g

0

= h u

mit einer hermitis
hen positiv de�niten Matrix h mit Determinante 1, und

einer Matrix u 2 SU(2), die von p und g abh

�

angt. Es ist

h

2

= h h

+

= h u u

+

h

+

= g

0

g

0+

=

= g g

p

g

+

p

g

+

= g �

�

p

m

�

g

+

=

= �

�

�p

m

�

mit �(g) = � [Petry℄. Also ist

h = �

�

�p

m

�

1=2

= g

�p

g g

p

= g

�p

u

Dabei ist

u = g

�1

�p

g g

p

ein Element der sogenannten little group der Poin
aregruppe. Man kann si
h

das ans
hauli
h so vorstellen, da� man die eigentli
he Lorentztransformation

g = g

�p

u g

�1

p

die p auf �p abbildet, dadur
h erh

�

alt, da� man erst mit g

�1

p

ins Ruhesystem

geht, dann mit u dreht und s
hlie�li
h mit g

�p

boostet. Damit ist

T

g

jp; s; s

3

i = T

g

T

g

p

jme

0

; s; s

3

i =

= T

g

�p

T

u

jme

0

; s; s

3

i =

= T

g

�p

jme

0

; s; s

0

3

i D

s

s

0

3

;s

3

(u) =

= j�p; s; s

0

3

i D

s

s

0

3

;s

3

(u)
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1.5 Parit

�

at P

Mit

�

�

p

m

�

= ~�

�

Pp

m

�

= �

�

Pp

m

�

�1

erhalten wir f

�

ur die Darstellung der Parit

�

at auf den Dira
spinoren

(T

P

 

p;s

3

)(x) =

 

0 1

1 0

!

 

p;s

3

(Px) =  

Pp;s

3

(x)

F

�

ur allgemeinen Spin sei daher

T

P

jp; s; s

3

i = jPp; s; s

3

i

Dies entspri
ht der klassis
hen Ans
hauung, na
h der ~p ein polarer Vektor

und der Spin ein axialer Vektor ist.

1.6 Zeitumkehr T

Wegen

� g

�

p

= g

�Tp

�

erhalten wir f

�

ur die Darstellung der Zeitumkehr auf den Dira
spinoren

(T

T

 

p;s

3

)(x) =

 

� 0

0 �

!

 

�

p;s

3

(Tx) =  

�Tp;s

0

3

(x) �

s

0

3

;s

3

=  

�Tp;�s

3

(x) (�1)

1=2�s

3

mit

� =

 

0 �1

1 0

!

F

�

ur allgemeinen Spin sei daher

T

T

jp; s; s

3

i = j�Tp; s; �s

3

i (�1)

s�s

3

Au
h dies entspri
ht der klassis
hen Ans
hauung, na
h der si
h ~p � d~x=dt

und au
h

~

L = ~x� ~p bei Zeitumkehr umdrehen.

Die Ladungsumkehr T

C

wird unten im Zusammenhang mit der zweiten

Quantisierung (Fo
kraum) bespro
hen.
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2 Darstellung der Poin
aregruppe auf dem

Fo
kraum

In diesem Kapitel soll die Darstellung der Poin
aregruppe auf dem Fo
kraum

zu s = 1=2 untersu
ht werden. Die Bezei
hnungen aus [Petry℄ werden dabei

verwendet. Verglei
he dort au
h das Kapitel zur zweiten Quantisierung.

Der L

�

osungsraum der Dira
glei
hung zerf

�

allt in zwei zueinander orthogo-

nale R

�

aume von L

�

osungen mit p

0

> 0 und p

0

< 0:

H

D

= H

+

D

�H

�

D

Sei v = v

+

+ v

�

2 H

D

und

	(v) = a(v

+

) + a(v

�

) = b(v

el

) + d

+

(v

pos

)

mit

v

el

= v

+

T

C

v

pos

= v

�

b(v

el

) = a(v

+

)

d

+

(v

pos

) = a(v

�

) = a(T

C

v

pos

)

Dabei ist T

C

die Ladungsumkehr. Das Vakuum ist so de�niert, da� b j0i =

d j0i = 0 ist. Man bea
hte, da� a; b; d; T

C

antilinear sind. Dur
h

 

k;s

3

;+

:=  

k;s

3

�

�

�

k

0

=jk

0

j

ist eine 'kontinuierli
he Basis' aus ebenen Wellen in H

+

gegeben. In H

�

ist

eine entspre
hende Basis dann gegeben dur
h

 

k;s

3

;�

:= T

C

 

k;s

3

;+

Tats

�

a
hli
h re
hnet man lei
ht na
h, da�

D

 

k

0

;s

0

3

;+

j 

k;s

3

;�

i = 0

ist. Man bea
hte, da�

 

k;s

3

;�

6=  

k;s

3

�

�

�

k

0

=�jk

0

j

Wie wir unten zeigen, gew

�

ahrleistet diese spezielle Wahl der Basis in H

�

D

,

da� k und s

3

ihre

�

ubli
he Interpretation beibehalten bei den Erzeugern d

+

k;s

3

.
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Explizit lauten die Basiszust

�

ande in der Weyl-Basis

 

k;s

3

;+

(x) = e

�ikx

 

g

k

�

s

3

~�

�

k

m

�

g

k

�

s

3

!

 

k;s

3

;�

(x) = e

ikx

 

g

k

��

s

3

�~�

�

k

m

�

g

k

��

s

3

!

wobei beides mal k

0

= jk

0

j > 0 ist. Die Transformation in die meist

�

ubli
he

Standardbasis (Bjorken-Drell, Itzykson-Zuber) ist gegeben dur
h

 

std

= U  

weyl




�

std

= U 


�

weyl

U

U = U

+

= U

�1

=

1

p

2

 

1 1

1 �1

!

In der Standardbasis lauten die Basiszust

�

ande dann

 

k;s

3

;+

(x) = e

�ikx

s

m + k

0

m

 

�

s

3

~�

~

k

m+k

0

�

s

3

!

 

k;s

3

;�

(x) = e

ikx

s

m + k

0

m

 

~�

~

k

m+k

0

��

s

3

��

s

3

!

(verglei
he au
hNa
htmann: Ph

�

anomene und Konzepte der Elementar-

teil
henphysik). Die Basiszust

�

ande erf

�

ullen beide die freie Dira
glei
hung.

Um die Transformationseigens
haften der Basiszust

�

ande zu bere
hnen,

beweist man zun

�

a
hst lei
ht

(T

g

T

C

 )(x) = ĝ S(C) 

�

(�

�1

x) = S(C) ĝ

�

 

�

(�

�1

x) = (T

C

T

g

 )(x)

(T

T

T

C

 )(x) = S(T )S(C) (Tx) = S(C)S(T ) (Tx) = (T

C

T

T

 )(x)

(T

P

T

C

 )(x) = S(P )S(C) 

�

(Px) = �S(C)S(P ) 

�

(Px) = �(T

C

T

P

 )(x)

und erhalten damit

T

g

 

k;s

3

;�

= T

g

T

C

 

k;s

3

;+

= T

C

T

g

 

k;s

3

;+

= T

C

 

�k;s

0

3

;+

u

s

0

3

;s

3

= (T

C

 

�k;s

0

3

;+

) u

�

s

0

3

;s

3

=  

�k;s

0

3

;�

u

�

s

0

3

;s

3

Analog bere
hnet man die

�

ubrigen Transformationseigens
haften. Wir fassen

sie hier zusammen:

(T

g

 

k;s

3

;+

)(x) =  

�k;s

0

3

;+

(x) u

s

0

3

;s

3

8



(T

g

 

k;s

3

;�

)(x) =  

�k;s

0

3

;�

(x) u

�

s

0

3

;s

3

(T

T

 

k;s

3

;+

)(x) =  

�Tk;�s

3

;+

(x) (�1)

1=2�s

3

(T

T

 

k;s

3

;�

)(x) =  

�Tk;�s

3

;�

(x) (�1)

1=2�s

3

(T

P

 

k;s

3

;+

)(x) =  

Pk;s

3

;+

(x)

(T

P

 

k;s

3

;�

)(x) = � 

Pk;s

3

;�

(x)

Wir setzen

b

k;s

3

:= b( 

k;s

3

;+

) = a( 

k;s

3

;+

)

d

+

k;s

3

:= d

+

( 

k;s

3

;+

) = a(C 

k;s

3

;+

) = a( 

k;s

3

;�

)

so da� die

�

ubli
hen Antivertaus
hungsregeln gelten:

fb

k

0

;s

0

3

; b

+

k;s

3

g = (2�)

3

2k

0

m

Æ

3

(

~

k �

~

k

0

) Æ

s

0

3

;s

3

fd

k

0

;s

0

3

; d

+

k;s

3

g = (2�)

3

2k

0

m

Æ

3

(

~

k �

~

k

0

) Æ

s

0

3

;s

3

Damit ist

	(v) =

X

s

3

Z

d

3

k

(2�)

3

m

2k

0

�

h 

k;s

3

;+

jv

+

i

�

b

k;s

3

+ h 

k;s

3

;�

jv

�

i

�

d

+

k;s

3

�

De�niere

	(v) =:

Z

d

3

x v

+

(x)	(x)

wobei diese Glei
hung im Distributionensinn zu lesen ist. Die Zeit t liege

dabei fest. Mit Hilfe dieser De�nition kann man s
hreiben

	(x) =

X

s

3

Z

d

3

k

(2�)

3

m

2k

0

�

 

k;s

3

;+

(x) b

k;s

3

+  

k;s

3

;�

(x) d

+

k;s

3

�

2.1 eigentli
he Lorenztransformationen

Wir hatten (T

g

v)(x) = ĝ v(�

�1

x), verglei
he oben. Wir de�nieren einen li-

nearen Operator U

g

auf dem Fo
kraum dur
h

	(T

g

v) =: U

g

	(v)U

�1

g

, ĝ

�1

	(�x) = U

g

	(x)U

�1

g

Dur
h Entwi
keln na
h ebenen Wellen erhalten wir einerseits

U

g

	(x)U

�1

g

=

X

s

3

Z

d

3

k

(2�)

3

m

2k

0

�

 

k;s

3

;+

(x) U

g

b

k;s

3

U

�1

g

+  

k;s

3

;�

(x) U

g

d

+

k;s

3

U

�1

g

�

9



Andererseits mu� dieser Ausdru
k wegen der Transformationseigens
haften

der Basiszust

�

ande glei
h sein mit

ĝ

�1

	(�x) =

X

s

3

; s

0

3

Z

d

3

k

0

(2�)

3

m

2k

00

�

 

�

�1

k

0

;s

3

;+

(x) u

�1

s

3

;s

0

3

b

k

0

;s

0

3

+  

�

�1

k

0

;s

3

;�

(x) (u

�1

s

3

;s

0

3

)

�

d

+

k

0

;s

0

3

�

=

=

X

s

3

; s

0

3

Z

d

3

k

(2�)

3

m

2k

0

�

 

k;s

3

;+

(x) u

�1

s

3

;s

0

3

b

�k;s

0

3

+  

k;s

3

;�

(x) (u

�1

s

3

;s

0

3

)

�

d

+

�k;s

0

3

�

mit �

�1

k

0

= k. Dur
h Verglei
hen erhalten wir wegen u

�1

i;j

= u

�

j;i

U

g

b

k;s

3

U

�1

g

= b

�k;s

0

3

u

�

s

0

3

;s

3

U

g

b

+

k;s

3

U

�1

g

= b

+

�k;s

0

3

u

s

0

3

;s

3

U

g

d

k;s

3

U

�1

g

= d

�k;s

0

3

u

�

s

0

3

;s

3

U

g

d

+

k;s

3

U

�1

g

= d

+

�k;s

0

3

u

s

0

3

;s

3

Die entspre
henden Re
hnungen f

�

ur C; P; T verlaufen analog. Im Fo
kraum

sind Teil
hen- und Antiteil
henzust

�

ande gegeben dur
h

je; k; 1=2; s

3

i := b

+

k;s

3

j0i

j�e; k; 1=2; s

3

i := d

+

k;s

3

j0i

und es gelten demna
h f

�

ur sie die Transformationseigens
haften

U

g

je; k; 1=2; s

3

i = je;�k; 1=2; s

0

3

i u

s

0

3

;s

3

U

g

j�e; k; 1=2; s

3

i = j�e;�k; 1=2; s

0

3

i u

s

0

3

;s

3

Es gilt also f

�

ur Einteil
henzust

�

ande T

g

= U

g

. Damit besitzt k in beiden F

�

allen

die Bedeutung eines Impulses und s

3

gibt die z-Komponente des Spins an.

2.2 Parit

�

at P

Es ist (T

P

v)(x) = S(P ) v(Px). Wir de�nieren einen unit

�

aren Operator U

P

auf dem Fo
kraum dur
h

	(T

P

v) =: U

P

	(v)U

�1

P

, S(P )	(Px) = U

P

	(x)U

�1

P

Dur
h

 

Pk;s

3

;�

= T

P

 

k;s

3

;�
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ist eine weitere Basis gegeben. Damit erhalten wir unter der Verwendung der

Entwi
klung na
h den Basisfunktionen

b

Pk;s

3

= U

P

b

k;s

3

U

�1

P

�d

+

Pk;s

3

= U

P

d

+

k;s

3

U

�1

P

U

P

je; k; 1=2; s

3

i = je; Pk; 1=2; s

3

i

U

P

j�e; k; 1=2; s

3

i = � j�e; Pk; 1=2; s

3

i

2.3 Zeitumkehr T

Es ist (T

T

v)(x) = S(T ) v

�

(Tx). Wir de�nieren einen Operator U

T

auf dem

Fo
kraum dur
h

	(T

T

v) =: U

T

	(v)U

�1

T

, �S(T )	(Tx) = U

T

	(x)U

�1

T

wobei wir zus

�

atzli
h fordern, da� U

T

antilinear sein soll. Man bea
hte, da�

kein 	

+

in der De�nition vorkommt, da sonst Teil
hen in Antiteil
hen umge-

wandelt w

�

urden. Damit erhalten wir unter der Verwendung der Entwi
klung

na
h den alten und neuen Basisfunktionen

b

�Tk;�s

3

(�1)

1=2�s

3

= U

T

b

k;s

3

U

�1

T

d

+

�Tk;�s

3

(�1)

1=2�s

3

= U

T

d

+

k;s

3

U

�1

T

U

T

je; k; 1=2; s

3

i = je;�Tk; 1=2;�s

3

i (�1)

1=2�s

3

U

T

j�e; k; 1=2; s

3

i = j�e;�Tk; 1=2;�s

3

i (�1)

1=2�s

3

2.4 Ladungskonjugation C

Es ist (T

C

v)(x) = S(C) v

�

(x). Wir de�nieren einen linearen Operator U

C

auf

dem Fo
kraum dur
h

	(T

C

v)

+

=: U

C

	(v)U

�1

C

, S(C)	

+

(x) = U

C

	(x)U

�1

C

Diese De�nition bewirkt die Umwandlung von Teil
hen in Antiteil
hen dur
h

U

C

. Man erh

�

alt dur
h Entwi
keln na
h den Basisfunktionen

b

+

k;s

3

= U

C

d

+

k;s

3

U

�1

C

d

k;s

3

= U

C

b

k;s

3

U

�1

C

U

C

j�e; k; 1=2; s

3

i = je; k; 1=2; s

3

i
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3 Die S-Matrix im We
hselwirkungsbild

Dieses Kapitel ist teilweise angelehnt an S
hweber: An Introdu
tion to re-

lativisti
 Quantum Field Theory. Wir betra
hten allgemein Zust

�

ande eines

Hilbertraums, deren Zeitentwi
klung gegeben ist dur
h

j 

s

(t)i =

^

U(t� t

0

) j 

s

(t

0

)i

^

U(t� t

0

) = e

�iH(t�t

0

)

Der Index s gibt an, da� wir diese Bes
hreibung der Zeitentwi
klung dur
h

zeitabh

�

angige Zust

�

ande als S
hr

�

odingerbild bezei
hnen. Wir teilen nun im

Sinne der St

�

orungstheorie H auf in einen freien Teil H

0

und einen We
hsel-

wirkungsteil H

I

. Analog zu oben ist die Zeitentwi
klung ohne den We
hsel-

wirkungsanteil gegeben dur
h

~

U(t� t

0

) = e

�iH

0

(t�t

0

)

3.1 Das We
hselwirkungsbild

Man kann nun die Zeitentwi
klung, die dur
h H

0

verursa
ht wird, von den

Zust

�

anden auf die Operatoren her

�

uberbringen. Dazu de�nieren wir

j (t)i :=:

~

U

�1

(t) j 

s

(t)i

A

t

:=

~

U

�1

(t)A

~

U(t) , insbesondere:

H

I

t

:=

~

U

�1

(t)H

I

~

U(t)

Man bea
hte, da� H

0

t

= H

0

ist. Man sagt, da� man si
h im Dira
bild oder

We
hselwirkungsbild be�ndet, wenn man eine Theorie mit den so de�nierten

Zust

�

anden (ohne den S
hr

�

odingerindex s) und zeitabh

�

angigen Operatoren

(mit dem Zeitindex t) formuliert. Es gilt

h (t) jA

t

j �(t) i = h 

s

(t) jA j �

s

(t) i

Die De�nition wurde so gew

�

ahlt, da� S
hr

�

odingerbild und We
hselwirkungs-

bild f

�

ur t = 0

�

ubereinstimmen. Die Zeitentwi
klung der Zust

�

ande im We
h-

selwirkungsbild ist nun gegeben dur
h

j (t)i = U(t; t

0

) j (t

0

)i

U(t; t

0

) :=

~

U

�1

(t)

^

U(t� t

0

)

~

U(t

0

) =

= e

iH

0

t

e

�iH(t�t

0

)

e

�iH

0

t

Es gilt die Eigens
haft

U(t; t

0

)U(t

0

; t

0

) = U(t; t

0

)

U(t; t

0

)

�1

= U(t

0

; t) = U

+

(t; t

0

)
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3.2 Die S-Matrix

Wir wollen nun einen Streuprozess bes
hreiben. Sei dazu j (t)i ein Zustand,

der si
h f

�

ur gro�e positive und negative Zeiten au�erhalb der We
hselwir-

kungszone be�ndet und dort also im Dira
bild unabh

�

angig von t wird. Wir

de�nieren also zeitli
h konstante Zust

�

ande mit Tr

�

ager au�erhalb der We
h-

selwirkungszone dur
h

j�

a

i := lim

t!�1

j 

a

(t)i

j�

f

i := lim

t!1

j 

a

(t)i

Im Experiment pr

�

apariert man nun einen freien einlaufenden Zustand j�

a

i

und l

�

ast ihn in die We
hselwirkungszone laufen. Na
hdem er diese Zone wie-

der verlassen hat (si
h also wie j 

a

(t)i zeitli
h entwi
kelt hat), liegt nun ein

anderer freier Zustand j�

f

i vor. An diesem Zustand wird nun eine Messung

dur
hgef

�

uhrt, d.h. eine Quantenzahl b soll gemessen werden. Man mi�t also

die Projektion auf einen Zustand j�

b

i, der Eigenzustand zu dieser Quanten-

zahl ist. Diese Projektion wird S-Matrixelement zu dieser Messung genannt.

Wir de�nieren daher

S

ba

:= h�

b

j�

f

i =

= lim

t

2

!1

h�

b

j 

a

(t

2

)i =

= lim

t

2

!1

h�

b

jU(t

2

; t

1

) j  

a

(t

1

) i =

= lim

t

2

!1

lim

t

1

!�1

h�

b

jU(t

2

; t

1

) j �

a

i

Man de�niert daher au
h h

�

au�g den S-Operator als

S = U(1;�1)

3.3 M�lleroperatoren

Man kann si
h den Zustand j�

b

i au
h vorstellen als den Grenzwert t ! 1

von einem Zustand j 

b

(t)i, der aus der We
hselwirkungszone ausl

�

auft:

j�

b

i = lim

t!1

j 

b

(t)i

Wir haben also

j 

a

(t)i = U(t;�1) j�

a

i

j 

b

(t)i = U(t;1) j�

b

i
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F

�

ur die S-Matrix gilt also

S

ba

= h�

b

jU(1;�1) j �

a

i =

= h�

b

jU(1; t)U(t;�1) j �

a

i =

= h 

b

(t) j 

a

(t)i

Wir w

�

ahlen t = 0 und de�nieren die M�lleroperatoren 


�




�

:= U(0;�1)




+

j�

a

i = j 

a

(0)i




�

j�

b

i = j 

b

(0)i

Damit erhalten wir f

�

ur den S-Operator

S

ba

= h 

b

(0) j 

a

(0)i =

=

D

�

b

�

�

�


+

�




+

�

�

� �

a

E

) S = 


+

�




+

Das Problem gebundener Zust

�

ande von H soll hier ni
ht untersu
ht werden.

3.4 Die Reduktionsformel f

�

ur zeitgeordnete Produkte

von Dira
feldern

Zun

�

a
hst de�nieren wir Operatoren 	(t; ~x) f

�

ur Dira
teil
hen im Heisenberg-

bild dur
h

	(t; ~x) :=

^

U

�1

(t)	

s

(~x)

^

U(t) =

=

^

U

�1

(t)

~

U(t)	

t

(~x)

~

U

�1

(t)

^

U(t) =

= U

�1

(t; 0)	

t

(~x)U(t; 0)

Dabei ist 	

s

(~x) der zeitunabh

�

angige Operator im S
hr

�

odingerbild und 	

t

(~x)

der zeitabh

�

angige Operator im We
hselwirkungsbild. Wegen

	

t

(~x) =

~

U

�1

(t)	

0

(~x)

~

U(t)

ist 	

t

(~x) glei
h dem freien Feldoperator im Heisenbergbild

	

t

(~x) =: 	

fr

(x)

mit x = (t; ~x). Aus den obigen Glei
hungen folgt sofort

lim

t!�1




+

�

	(x) = lim

t!�1

	

fr

(x) 


+

�

lim

t!�1

	(x) 


�

= lim

t!�1




�

	

fr

(x)
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Wir betra
hten nun das Matrixelement

h ( 

b

)

s

(t) jT 	

s

(~x

1

) � � �	

s

(~x

n

) j ( 

a

)

s

(t) i =

= h 

b

(0) jT 	(t

1

; ~x

1

) � � �	(t

n

; ~x

n

) j  

a

(0) i

Dabei haben wir links die Formulierung im S
hr

�

odingerbild angegeben und

re
hts im Heisenbergbild. T ist der Zeitordnungsoperator, der bewirkt, da�

Operatoren in abfallender zeitli
her Reihenfolge anzuordnen sind. Unser Ziel

ist es nun, dieses Matrixelement dur
h freie ein- und auslaufende Zust

�

ande

sowie freie Feldoperatoren auszudr

�

u
ken. Dabei wird die S-Matrix auftau-


hen, die man selber wieder na
h freien Feldoperatoren entwi
keln kann.

Wir erhalten so einen st

�

orungstheoretis
hen Ausdru
k f

�

ur das Matrixelement.

Zun

�

a
hst wollen wir eine formalen Ausdru
k f

�

ur U(t; t

0

) angeben [S
hweber℄:

Wegen

i

d

dt

U(t; t

0

) = H

I

t

U(t; t

0

)

gilt f

�

ur U die formale Reihenentwi
klung

U(t; t

0

) =

1

X

n=0

1

n!

(�i)

n

Z

t

t

0

dt

1

Z

t

t

0

dt

2

� � �

Z

t

t

0

dt

n

T H

I

t

1

H

I

t

2

� � � H

I

t

n

=

=: T exp

�

�i

Z

t

t

0

dt

0

H

I

t

0

�

Diesen Ausdru
k wollen wir unten benutzen. Dabei sei vorausgesetzt, da� H

I

t

nur Terme mit einer geraden Anzahl von 	

fr

-Feldern enth

�

alt, d.h. es gilt f

�

ur

t

1

6= t

2

T 	

fr

(t

1

; ~x)H

I

t

2

= T H

I

t

2

	

fr

(t

1

; ~x)

Damit erhalten wir die Reduktionsformel

h 

b

(0) jT 	(x

1

) � � �	(t

n

; ~x

n

) j  

a

(0) i =

= h�

b

jU(1; 0) T [U(0; t

1

)	

fr

(x

1

)U(t

1

; 0)

� � � U(0; t

n

)	

fr

(x

n

)U(t

n

; 0) ℄ U(0;�1) j�

a

i =

= h�

b

jT [U(1; t

1

)	

fr

(x

1

)U(t

1

; t

2

)	

fr

(x

2

)

� � � U(t

n�1

; t

n

)	

fr

(x

n

)U(t

n

;�1) ℄ j�

a

i =

= h�

b

jT [ 	

fr

(x

1

)	

fr

(x

2

) � � � 	

fr

(x

n

) S ℄ j �

a

i =

=

1

X

n=0

1

n!

(�i)

n

Z

t

t

0

dt

0

1

Z

t

t

0

dt

0

2

� � �

Z

t

t

0

dt

0

n

D

�

b

�

�

�T [ 	

fr

(x

1

)	

fr

(x

2

) � � � 	

fr

(x

n

) H

I

t

0

1

H

I

t

0

2

� � � H

I

t

0

n

℄

�

�

� �

a

E

Der T -Operator wirkt dabei auf den gesamten Ausdru
k und sorgt f

�

ur die

ri
htige Anordnung der Operatoren. Konkret ist H

I

t

ein Ausdru
k mit einer
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geraden Anzahl von freien Feldern 	

fr

(x), den man nun in diese Reihenent-

wi
klung einsetzen kann. Die entstehenden Terme lassen si
h nun mit Hilfe

desWi
k-Theorems auswerten und imWesentli
hen dur
h freie Propagatoren

h 0 jT 	

fr

(x)	

fr

(y) j 0 i

ausdr

�

u
ken, was letztli
h auf die Feynmanregeln f

�

uhrt.
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4 Gapglei
hung und 
hirale Symmetriebre-


hung

In diesem Kapitel werden mit Hilfe einer einfa
hen Modell-Lagrangedi
hte

die Konzepte dargestellt, mit deren Hilfe man z.B. im sogenannten Nambu-

Jona-Lasinio-Modell die spontane Bre
hung der 
hiralen Symmetrie in der

QCD und damit die dynamis
he Erzeugung von Quarkmassen behandeln

kann.

Die sogenannten Strommassen der lei
hten Quarks (u,d) liegen um ein

bis zwei Gr

�

o�enordnungen unter den Massen der lei
hten Hadronen. Man

nimmt daher an, da� man zur Bes
hreibung der lei
hten Hadronen (aus

u- und d-Quarks aufgebaut) die entspre
henden Massenterme in der QCD-

Lagrangedi
hte in guter N

�

aherung verna
hl

�

assigen kann. In diesem Fall weist

die gen

�

aherte Lagrangedi
hte einige zus

�

atzli
he Invarianzen im Flavorraum

auf. Bes
hr

�

anken wir uns auf die zwei lei
htesten Quark
avors, so k

�

onnen

re
hts- und linksh

�

andige Quarkfelder unabh

�

angig voneinander im Flavor-

raum mit einer Matrix U 2 U(2) rotiert werden.

Um die Konsequenzen dieser Symmetrien zu verstehen, bes
hr

�

anken wir

uns in einem ersten einfa
hen Modell auf einen Flavor und betra
hten eine

einfa
he Lagrangedi
hte, die keine Massenterme enth

�

alt und die invariant ist

unter der 
hiralen Transformation

 

L

! � 

L

;  

R

! �

�1

 

R

wobei � 2 C; j�j = 1 ist. Die einfa
hste Lagrangedi
hte mit We
hselwirkung

und den obigen Eigens
haften ist

L = i

�

 


�

�

�

 + g [(

�

  )

2

� (

�

 


5

 )

2

℄

Die

�

ubli
he Vorgehensweise ist nun h

�

au�g, den zweiten Anteil als We
hsel-

wirkungsanteil in St

�

orungstheorie zu behandeln, so da� die Lagrangedi
hte

ohne diesen St

�

orterm einfa
h masselose Dira
teil
hen bes
hreibt. Man stellt

Feynmanregeln mit masselosen Dira
propagatoren auf und erh

�

alt so au
h

Selbstwe
hselwirkungsgraphen f

�

ur die Fermionen, die auf eine (divergieren-

de) Selbstenergie (und somit Masse) f

�

uhren k

�

onnen. Der Na
hteil bei dieser

Methode ist, da� ni
htst

�

orungstheoretis
he E�ekte dur
h die We
hselwirkung

so nur s
hwer behandelt werden k

�

onnen, z.B. mit Hilfe von Dyson-S
hwinger-

Glei
hungen.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, die obige Lagrangedi
hte mit

den Methoden der Vielteil
hentheorie (Hartree-Fo
k) zu behandeln und da-

bei einen m

�

ogli
hst gro�en Teil der We
hselwirkung ohne St

�

orungstheorie
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zu ber

�

u
ksi
htigen. Dazu ist zu bea
hten, da� die obige Lagrangedi
hte no
h

ni
ht normalgeordnet ist, was bei der vorher bes
hriebenen Methode (St

�

orungs-

theorie) z.B. zu sogenannten Tadpole-Feynmangraphen f

�

uhrt. Die De�nition

des Normalordnens bezieht si
h immer auf einen Grundzustand (Vakuum).

Das exakte Vakuum (mit We
hselwirkung) ist dadur
h de�niert, da� der

Erwartungswert der Hamiltondi
hte f

�

ur diesen Zustand minimal wird. Bei

der Konstruktion dieses Zustandes ist man jedo
h meist auf N

�

aherungsver-

fahren angewiesen. Das oben bes
hriebenen Verfahren (St

�

orungstheorie zu

m = 0) de�niert das Vakuum dadur
h, da� man die Lagrangedi
hte ohne

We
hselwirkung als gute N

�

aherung betra
htet. Die entspre
hende N

�

aherung

f

�

ur das Vakuum ist dann der Zustand, der den Erwartungswert der freien

Hamiltondi
hte (ohne WW) minimiert. Das ist der Dira
see, bei dem alle

Fermionzust

�

ande (Masse Null) mit negativer Energie besetzt sind. Falls die

Kopplungskonstante jedo
h zu gro� wird, ist dieses Verfahren ni
ht mehr sehr

geeignet. Man wird eine bessere N

�

aherung f

�

ur den Grundzustand mit We
h-

selwirkung errei
hen, wenn man ihn als Dira
see von Fermionen mit beliebi-

ger Masse ansetzt. Dieser Ansatz f

�

ur das Vakuum als Dira
see freier Teil
hen

zur Massem entspri
ht einem Hartree-Fo
k-Ansatz in der Vielteil
hentheorie.

Die Masse spielt dabei die Rolle eines Variationsparameters. Entspre
hend

entwi
kelt man au
h die Feldoperatoren  (x);

�

 (x) na
h Erzeugern und Ver-

ni
htern zu dieser Masse statt zur Masse Null und baut damit den Fo
kraum

zu diesem Vakuum auf. Man bea
hte, da� man wegen Vollst

�

andigkeit die

Feldoperatoren na
h Erzeugern und Verni
htern zu beliebiger Masse ent-

wi
keln kann, da damit immer die ri
htigen Antivertaus
hungsrelationen f

�

ur

 (x);

�

 (x) gew

�

ahrleistet sind. Die geeignete Masse wird dann so bestimmt,

da� der Erwartungswert der Hamiltondi
hte (mit WW) minimal wird (Ritz-

s
hes Variationsverfahren). Dieses Verfahren steht in Analogie zu Hartree-

Fo
k-Verfahren, vgl. Ring, S
hu
k: The Nu
lear Many Body Problem, Kap.7.

Von dort kann man

�

ubernehmen, da� man

�

aquivalent zum Minimieren des

Energie-Erwartungswertes au
h die Lagrangedi
hte bez

�

ugli
h des Vakuums

normalordnen kann und den Massenterm direkt abliest. Dies werden wir in

Folgenden dur
hf

�

uhren.

F

�

ur das Normalordnen verwenden wir das Wi
k-Theorem und s
hreiben

na
heinander alle Terme explizit mit Dira
-Indi
es auf. Da wir das Vakuum

als Dira
see (zur Masse m) angesetzt haben, ist

h 0 j 

�

 

�

j 0 i =

D

0

�

�

�

�

 

�

�

 

�

�

�

� 0

E

= 0

wobei �; � Dira
indi
es sind. Weiter setzen wir die Lorentzinvarianz des Va-

kuums voraus, d.h.

U j0i = j0i
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wobei U die Darstellung der Lorentztransformation � auf dem Fo
kraum ist,

also

U

+

 (x)U = S(�) (�

�1

x)

U

+

�

 (x)U =

�

 (�

�1

x)S

�1

(�)

Damit erhalten wir

�

��

:=

D

0

�

�

�

�

 

�

(0) 

�

(0)

�

�

� 0

E

=

=

D

0

�

�

�U

+

�

 

�

(0)U U

+

 

�

(0)U

�

�

� 0

E

=

=

D

0

�

�

�

�

 

�

0

(0)S

�1

�

0

�

S

�

0

�

 

�

0

(0)

�

�

� 0

E

=

= S

��

0

�

�

0

�

0

S

�1

�

0

�

wobei wir wegen Translationsinvarianz des Vakuums ohne Bes
hr

�

ankung der

Allgemeinheit x = 0 gesetzt haben. Analog de�nieren wir

�

0

��

:=

D

0

�

�

� 

�

(0)

�

 

�

(0)

�

�

� 0

E

und die Re
hnung ist analog. Man bea
hte die unters
hiedli
hen Indexstel-

lungen bei � und �

0

. Damit haben wir

� = S�S

�1

�

0

= S�

0

S

�1

Die Matrizen �; �

0

lassen si
h na
h den Matrizen der Dira
-Algebra ent-

wi
keln, da diese eine Basis

�

uber den komplexen Zahlen f

�

ur invertierbare

4�4-Matrizen bilden. Die einzige Basismatrix mit der obigen Eigens
haft ist

1. Daher ist

� = 
 1 ) 
 = tr �=4 =

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

=4

�

0

= 


0

1 ) 


0

= tr �

0

=4 = �

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

=4

Das negative Vorzei
hen kann man dur
h explizite Bere
hnung der Erwar-

tungswerte ablesen. Diese Bere
hnung werden wir f

�

ur

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

no
h dur
hf

�

uhren.

Wir haben also

D

0

�

�

�

�

 

�

 

�

�

�

� 0

E

=

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

=4 Æ

��

D

0

�

�

� 

�

�

 

�

�

�

� 0

E

= �

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

=4 Æ

��

Unter Verwendung dieser Beziehungen und des Wi
k-Theorems erhalten wir

damit

L = : i

�

 


�

�

�

 : +2g

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

:

�

  : +

+ g : ((

�

  )

2

� (

�

 


5

 )

2

) : +

+ i

D

0

�

�

�

�

 


�

�

�

 

�

�

� 0

E

+ g

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

2
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Man sieht, da� ein Term analog zum

�

ubli
hen Massenterm �m :

�

  : dur
h

das Normalordnen entsteht. Wir setzen daher an:

m = �2g

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

Dies ist eine selbstkonsistente Glei
hung (Gapglei
hung) f

�

ur m. Um das zu

sehen, kann man  (x) in der

�

ubli
henWeise in Fourierdarstellung na
h Erzeu-

gern und Verni
htern zur Masse m zerlegen und den Vakuumerwartungswert

direkt bere
hnen.

�

Aquivalent dazu kann man au
h verwenden, da� f

�

ur den

freien Propagator zur Masse m gilt:

i S

��

(x� y) =

D

0

�

�

�T  

�

(x)

�

 

�

(y)

�

�

� 0

E

=

= i

Z

d

4

p

(2�)

4

e

ip(x�y)


p�m + i�

Damit ist

lim

�x!0

iS

��

(�x) = lim

�x!0

iS

��

(��x) = �

D

0

�

�

�

�

 

�

 

�

�

�

� 0

E

und wir erhalten unter Verwendung des expliziten Ausdru
ks von S(x � y)

und des Residuensatzes die Formel

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

= �i tr S(0) = �2

Z

d

3

p

(2�)

3

m

p

0

Dieser Ausdru
k divergiert. Daher ist es n

�

otig, einen Cuto�-Parameter � ein-

zuf

�

uhren, der gro�e Impulse abs
hneidet. Man interpretiert dies so, da� man

eine e�ektive Lagrangedi
hte f

�

ur das Niederenergieverhalten (kleine Impulse)

der QCD konstruieren m

�

o
hte, die sowieso f

�

ur hohe Impulse keine Bedeutung

mehr hat. Damit h

�

angt au
h zusammen, da� die obige Lagrangedi
hte so-

wieso ni
ht renormierbar ist. Die physikalis
he Bedeutung des Kondensats

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

ist nun klar: es repr

�

asentiert die skalare Di
hte des Dira
sees

(mit der Teil
henenergie �

p

m

2

+ ~p

2

), die bis zum Impuls � au�ntegriert

wird.

Na
h Einf

�

uhrung des Cuto�s und Ausf

�

uhrung der Winkelintegration erh

�

alt

man f

�

ur die Gapglei
hung

m =

2gm

�

2

Z

�

0

dp

~p

2

p

m

2

+ ~p

2

Diese Glei
hung kann man f

�

ur vorgegebenes g und � f

�

ur m l

�

osen. Insbeson-

dere ist m = 0 immer eine L

�

osung. Diese L

�

osung entspri
ht dem st

�

orungs-

theoretis
hen Fall, den wir oben bespro
hen haben. F

�

ur hinrei
hend gro�e
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Kopplung g ist jedo
h au
h m > 0 eine L

�

osung. Daf

�

ur bere
hnen wir das

Integral analytis
h und erhalten aus der Gapglei
hung f

�

ur m 6= 0 die Bezie-

hung

~g = �

2

 

p

1 + ~m

2

� ~m

2

ln

1 +

p

1 + ~m

2

~m

!

�1

mit dem dimensionslosen Gr

�

o�en ~g = g�

2

; ~m = m=�. Diese Glei
hung ist

am Ende des Kapitels graphis
h aufgetragen. Man erkennt, da� ab einer

kritis
hen Kopplung

~g




= �

2

au
h m > 0 eine L

�

osung der Gapglei
hung ist. Wie wir sp

�

ater no
h sehen

werden, ergibt das Vakuum als Dira
see zu dieser Masse einen tieferen Ener-

gieerwartungswert als der Dira
see zur Masse m = 0 und ist daher eine

bessere N

�

aherung f

�

ur den Grundzustand. Der Fo
kraum zur Masse m > 0

bildet f

�

ur starke Kopplungen also einen besseren Ausgangsposition f

�

ur die

St

�

orungstheorie, da hier ein Teil der We
hselwirkung bereits dur
h eine Mas-

se (Selbst-WW) parametrisiert ist, analog zum mittleren Potential in der

Hartree-Fo
k-Theorie.

Anmerkung: Die Gapglei
hung kann man au
h mit Hilfe der normalen

St

�

orungstheorie (m = 0) aus der Dyson-S
hwinger-Glei
hung mit einem Loop

f

�

ur die Selbstenergie erhalten.

Die bes
hriebene dynamis
he Erzeugung einer Masse dur
h die We
hsel-

wirkung ist mit einer spontanen Bre
hung der 
hiralen Symmetrie verbunden.

Betra
hte dazu die 
hirale Transformation

� 

L

=: U

+

 

L

U

�

�1

 

R

=: U

+

 

R

U

U j0i =: j0

0

i

wobei U der Lift der 
hiralen Transformation auf den Fo
kraum ist und

� 2 C; j�j = 1 ist. Man bea
hte, da� wir ni
ht die Invarianz des Vakuums

unter U fordern. Damit ist

D

0

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

0

E

=

D

0

0

�

�

� 

+

L

 

R

+  

+

R

 

L

�

�

� 0

0

E

=

=

D

0

�

�

�U

+

 

+

L

UU

+

 

R

U + U

+

 

+

R

UU

+

 

L

U

�

�

� 0

E

=

=

D

0

�

�

��

�2

 

+

L

 

R

+ �

2

 

+

R

 

L

�

�

� 0

E

6=

6=

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

wobei ja �

�

= �

�1

ist. Wenn also

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

6= 0 ist, so mu�

U j0i = j0

0

i 6= j0i
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sein, d.h. die 
hirale Symmetrie ist spontan gebro
hen f

�

ur m > 0. Der Va-

kuumzustand (d.h. in unserer N

�

aherung der Dira
see massiver Fermionen)

ist ni
ht mehr invariant unter 
hiralen Transformationen. Damit sind im

Weiteren au
h die

�

ubli
hen Folgen wie das Auftreten von Goldstonebosonen

verbunden.

Wir zeigen nun, da� man die Gapglei
hung au
h du
h Minimieren des

Vakuum-Energie-Erwartungswertes erhalten kann. Dieser Erwartungswert ist

gegeben dur
h

h 0 j H j 0 i =

D

0

�

�

�

�

 ~
~p 

�

�

� 0

E

� g

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

= �2

Z

d

3

p

(2�)

3

~p

2

p

0

� g �

 

�2

Z

d

3

p

(2�)

3

m

p

0

!

2

wie man unter Verwendung der Fourierdarstellung der Feldoperatoren aus-

re
hnet. Nun liefert

�

�m

h 0 jH j 0 i = 0

die Gapglei
hung von oben. Die Bere
hnung der Integrale liefert au�erdem

die explizite Formel

h 0 jH j 0 i

�

4

= �

1

�

2

p

1 + ~m

2

�

1

4

�

3

8

~m

2

�

�

3

8�

2

~m

4

ln

1 +

p

1 + ~m

2

~m

+

� ~g ~m

2

1

4�

4

 

p

1 + ~m

2

� ~m

2

ln

1 +

p

1 + ~m

2

~m

!

2

Diese Formel ist am Ende des Kapitels graphis
h aufgetragen.

Im nun folgenden Abs
hnitt wollen wir auf die Bogoljubov-Transformation

eingehen, mit denen man Erzeugungs- und Verni
htungsoperatoren zu ei-

ner gegebenen 1-Teil
hen-Basis des Hilbertraums in sol
he zu einer anderen

Basis umre
hnen kann. Um eine geeignete diskrete Orthonormal-Basis von

Impuls-Eigenzust

�

anden zu erhalten, verwenden wir die Boxnormierung (alle

Konventionen konsistent zu Itzykson-Zuber QFT S.124)

 

m

(x) =

X

k;s

�

U

m

k;s

(x)B

m;k;s

+ V

m

k;s

(x)D

+

m;k;s

�

D

U

m

k;s

�

�

�U

m

k

0

;s

0

E

= Æ

k;k

0

Æ

s;s

0

D

V

m

k;s

�

�

�V

m

k

0

;s

0

E

= Æ

k;k

0

Æ

s;s

0

fB

m;k;s

; B

+

m;k

0

;s

0

g = Æ

k;k

0

Æ

s;s

0

fD

m;k;s

; D

+

m;k

0

;s

0

g = Æ

k;k

0

Æ

s;s

0
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wobei der Zusammenhang zur

�

ubli
hen (kontinuierli
hen) Notation herge-

stellt wird dur
h

B

m;k;s

=

r

m

V k

0

b

m;s

(k)

D

m;k;s

=

r

m

V k

0

d

m;s

(k)

U

m

k;s

(x) =

r

m

V k

0

u

m

s

(k) e

�ikx

V

m

k;s

(x) =

r

m

V k

0

v

m

s

(k) e

+ikx

Z

d

3

k

(2�)

3

!

1

V

X

k

Dabei kennzei
hnet m die Masse des erzeugten Zustandes. Um den Zusam-

menhang zwis
hen dem Fo
kraum zur Masse 0 und zur Massem herzustellen,

setzen wir o.B.d.A. f

�

ur t = 0 an

 

m

(0; ~x) =  

0

(0; ~x)

und analog f

�

ur ( 

m

)

+

. Damit sind die ri
htigen Antivertaus
hungsrelatio-

nen f

�

ur die Feldoperatoren gesi
hert. Nun multipliziert man von links mit

(U

m

k;s

)

+

(0; ~x) bzw. (V

m

k;s

)

+

(0; ~x) und integriert

�

uber d

3

x. Eine etwas l

�

angere

Re
hnung ergibt dann

Z

d

3

x (U

m

k;s

)

+

(0; ~x) U

0

k

0

;s

0

(0; ~x) =

v

u

u

u

t

1

2

0

�

1 +

j

~

kj

k

0

1

A

Æ

k;k

0

Æ

s;s

0

Z

d

3

x (V

m

k;s

)

+

(0; ~x) V

0

k

0

;s

0

(0; ~x) =
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und wir erhalten f

�

ur die Bogoljubov-Transformation
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Man re
hnet lei
ht na
h, da� die ri
htigen Antivertaus
hungsrelationen erf

�

ullt

sind.
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Wir betra
hten nun den Zusammenhang zwis
hen dem Dira
see (als N

�

ahe-

rung f

�

ur das Vakuum) j0

0

i zur Masse 0 und j0

m

i zur Massem. Diese Zust

�

ande

sind de�niert dur
h die Bedingung
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j0

m
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m
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Um aus dem Vakuum zur Masse 0 das Vakuum zur Masse m zu gewinnen,

mu� man also alle Zust

�

ande zur Masse m, die in j0

0

i vorkommen, verni
hten

und erh

�

alt

j0

m

i = �
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=
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�

�

�0
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E

mit einer Normierungskonstante N . In der Basis zur Masse 0 m

�

ussen un-

endli
h viele Teil
hen-Antiteil
hen-Paare mit Masse 0 erzeugt werden, um

den masselosen Dira
see in den Dira
see zur Masse m

�

uberzuf

�

uhren. Man

kann von dem einen Vakuum ni
ht mit endli
h vielen Erzeugern und Ver-

ni
htern zum anderen Vakuum gelangen, so da� die zugeh

�

origen Fo
kr

�

aume

ni
ht

�

uberlappen.

Da f

�

ur gro�e Kopplungskonstanten der Dira
see zur Masse m die bessere

N

�

aherung f

�

ur das Vakuum ist als der Dira
see zur Masse 0, sind au
h die

darauf aufgebauten N-Teil
henzust

�

ande (also der Fo
kraum mit endli
h vie-

len 'Quasi'-Teil
hen) zur Masse m besser zur Bes
hreibung von Anregungs-

zust

�

anden geeignet. Man kann den dadur
h no
h ni
ht ber

�

u
ksi
htigten Teil

der WW nun in St

�

orungstheorie behandeln, wobei die Quarkpropagatoren in

den Feynmanregeln jetzt freie Propagatoren zur Masse m sind. Die Zust

�

ande

des Fo
kraums sind ni
ht mehr 
hiral invariant, obwohl die Lagrangedi
hte

es war (spontane Symmetriebre
hung).
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Figuren:

� Graphis
he Darstellung der Gapglei
hung, wobei ~g = g�

2

als Funktion

von ~m = m=� aufgetragen ist.

� Vakuum-Energie-Erwartungswert h 0 jH j 0 i =(V �

4

) als Funktion von

~g und ~m. Das Minimum davon de�niert zu jedem gegebenem ~g ein

optimales ~m, so wie es die Gapglei
hung angibt.

� Vakuum-Energie-Erwartungswert h 0 jH j 0 i =(V �

4

) als Funktion von

~m zu vers
hiedenen ~g.

� Vakuum-Energie-Erwartungswert des freien masselosen Dira
terms

D
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�

�

�

�

 ~
~p 

�

�

� 0

E

=�

4

(dur
hgezogene Linie) sowie des We
hselwirkungs-

terms mit ~g = 10, d.h. �10

D

0

�

�

�

�

  

�

�

� 0

E

2

=�

6

(gestri
helte Linie), als

Funktion von ~m.
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